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Kapitel 1
Vorwort

Blockierende Mengen wurden zuerst in der Graphentheorie betrachtet. Dort wurde
untersucht, wie man die Ecken eines Graphen so mit 2 Farben einfarben kann, daf
jede Kante mindestens eine Ecke jeder Farbe besitzt.

In der vorliegenden Arbeit werden blockierende Mengen in endlichen projektiven
Réumen untersucht. Der Gedanke dabei ist, Punktmengen anhand einfacher kom-
binatorischer Eigenschaften zu charakterisieren, um geometrische Strukturen zu fin-
den.

Der projektive Raum mit endlich vielen Punkten ist sehr komplex. Daher betrach-
tet man Teilstrukturen (ein anderes Beispiel fiir solche Teilstrukturen sind Quadri-
ken), die besser zu verstehen sind. Eine weitere Motivation fiir die Untersuchung
blockierender Mengen ist, daf diese in anderen Bereichen der projektiven Geometrie
Anwendungen finden. So kann gezeigt werden, dafl die von einer maximalen Teilfa-
serung nicht {iberdeckten Punkte eine geradenblockierende Menge bilden.

In dieser Dissertation werden m-blockierende Mengen in n-dimensionalen pro-
jektiven Rdumen endlicher Ordnung untersucht. Dies sind Punktmengen, die je-
den (n — m)-dimensionalen Unterraum in mindestens einem Punkt treffen. Fiir
Raume quadratischer Ordnung ungleich 4 werden hier m-blockierende Mengen mit
hochstens ¢™ 4+ ¢ ' + -+ ¢+ 1+ /q(¢" " 4+ -+ 4+ ¢ + 1) Punkten betrachtet
und es wird gezeigt, dafl diese einen Kegel mit einem Unterraum als Spitze und
einem Baerunterraum als Basis enthalten. Fiir Rdume beliebiger Ordnung ungleich
2 werden die Abschitzungen fiir die Kardinalitéit einer m-blockierenden Menge, die
keine der bekannten Strukturen enthilt, verbessert. Auflerdem wird gezeigt, dafl
man sich in Abhéangigkeit von der Anzahl der in der m-blockierenden Menge ent-
haltenen Punkte bei der Untersuchung dieser Mengen auf Unterrdume bestimmter
Dimension beschrinken kann. Dadurch wird die Untersuchung eventuell vereinfacht.
Fiir projektive Rdume, deren Ordnung quadratisch ist, sind diese Abschéitzungen
scharf. Das heif}t es gibt Beispiele m-blockierender Mengen, die diese Abschéitzung
mit Gleichheit erfiillen. Fiir Rdume nichtquadratischer Ordnung sind jedoch keine
Beispiele bekannt, die diese Abschitzungen erfiillen.



In dem Abschnitt 2.1 werden zunichst einige Beispiele m-blockierender Men-
gen angefiihrt. Fiir diese wird begriindet, warum sie m-blockierende Mengen sind.
Dann werden im Abschnitt 2.2 die benétigten Definitionen und die bisher bekannten
Resultate iiber m-blockierende Mengen, die in Zusammenhang mit den Resultaten
dieser Arbeit stehen, aufgelistet. Es werden hier auch schon einige Lemmata bewie-
sen, die in spéteren Kapiteln mehrfach verwendet werden.

In Kapitel 3 werden projektive Rdume quadratischer Ordnung ungleich 4 betrachtet.
Zentrales Ergebnis ist die Charakterisierung minimaler m-blockierender Mengen mit
hochstens ¢™ +¢™ '+ -+ ¢+ 1+ /q(¢" "+ -+ ¢+ 1) Punkten. Die Ergebnisse
dieses Abschnitts wurden schon verdffentlicht [6, 7]. Dariiber hinaus ist es im Rah-
men dieser Dissertation moglich, die Ergebnisse dieser Publikationen miteinander
zu verkniipfen, so dafl der ganze Weg von den bisher bekannten Resultaten bis zu
dem neuen Satz dargestellt werden kann, wodurch die verschiedenen Beweistechni-
ken deutlicher werden. Auflerdem wird die Aussage auch fiir Riume der Ordnung 9
nachgewiesen.

In Kapitel 4 werden schliefilich projektive Rdume beliebiger Ordnung ungleich 2 be-
trachtet. Neben dem Satz, der die Kardinalitdt einer minimalen m-blockierenden
Menge mit der Dimension des Erzeugnisses dieser Menge verkniipft, kann die Gren-
ze fiir die Kardinalitdt m-blockierender Mengen, bis zu der man die Struktur dieser

m=2 _ 1 nach oben verschoben werden. Fiir projekti-

Mengen kennt, um 75(q) - ¢
ve Rdume, deren Ordnung eine kubische Zahl ist, ist die Verbesserung sogar noch
grofer, ndmlich r5(q) - (¢™ 2+ --+q+1). AuBerdem lassen sich die hier verwendeten
Methoden auf andere Beispiele iibertragen. Das heift, findet man neue Schranken
fiir die Kardinalitdt m-blockierender Mengen, die keine der bekannten Strukturen
enthalten, so kann man daraus mit den hier entwickelten Techniken Abschétzungen

fiir projektive Rdume hoherer Dimension ableiten.

An dieser Stelle m6chte ich mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Klaus Metsch
fiir die interessante Aufgabenstellung und die zahlreichen Anregungen und kritischen
Fragen bedanken. Dariiber hinaus danke ich allen, die in der Zeit der Promotion fiir
mich da waren, insbesondere meiner Familie, Mareike und Martha.



Kapitel 2
Grundlagen

Definition 2.1 Fir m < n ist eine Punktmenge B von P := PG(n,q) eine m-
blockierende Menge von P genau dann, wenn jeder (n —m)-dimensionale Unter-
raum von P mindestens einen Punkt von B enthdilt.

Manchmal nennen wir eine (n — 1)-blockierende Menge von PG(n, q) eine geraden-
blockierende Menge. Punkte (Geraden, Ebenen, ...), die in B enthalten sind,
werden auch als B-Punkte (B-Geraden, B-Ebenen, ...) bezeichnet.

2.1 Beispiele blockierender Mengen in Riumen

quadratischer Ordnung

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele blockierender Mengen angegeben. In
den folgenden Kapiteln wollen wir dann nachweisen, dafl die hier aufgefiihrten Struk-
turen unter bestimmten Voraussetzungen in jeder m-blockierenden Menge, die diese
Voraussetzungen erfiillt, enthalten sind.

Das einfachste Beispiel blockierender Mengen sind die Unterrdume. Ein m-
dimensionaler Unterraum trifft nach der Dimensionsformel jeden (n — m)-dimensio-
nalen Unterraum von PG(n, ¢) in mindestens einem Punkt, ist also eine m-blockierende
Menge. Um weitere Beispiele angeben zu konnen, benétigen wir die Definition von
Baerunterrdumen:

Definition 2.2 FEine Untergeometrie B des projektiven Raumes P heifit Baerun-
terraum genau dann, wenn jeder Punkt von P auf einer Geraden von B liegt. Ist
P eine Ebene, so nennen wir B auch Baerunterebene.

Man kann zeigen, dafl PG(n,q) genau dann einen Baerunterraum besitzt, wenn die
Ordnung ¢ quadratisch ist. Der Baerunterraum ist dann isomorph zu PG(n,/q).
Das folgende Resultat kann man beweisen, indem man zeigt, dafl jede Hyperebene
von PG (n, q) jeden Baerunterraum in einem Raum der Dimension grofer gleich n—2
schneidet:



Resultat 2.3 Sei B ein Baerunterraum von PG(n,q) und U ein Unterraum von
PG(n,q) mit dim(U) =n — s. Dann gilt dim(BNU) > n — 2s.

Aus diesem Resultat folgt also, dal in PG(2m, q) jeder Baerunterraum jeden Un-
terraum der Dimension n —m = 2m — m = m trifft. Also sind Baerunterridume von
PG(2m, q) Beispiele fiir m-blockierende Mengen. Weitere Beispiele erhalten wir,
indem wir die beiden obigen Beispiele zu einem Kegel zusammensetzen:

Definition 2.4 Ein Kegel C' mit einem Unterraum V als Spitze tiber einer nicht-
leeren Punktmenge B* mit (B*) NV = () ist die Vereinigung der Unterriume, die
von V und einem Punkt von B* erzeugt werden:

= (JvP).
PeB*
Die Menge B* bezeichnen wir als eine Basts des Kegels. Ist B* ein Baerunterraum,
so nennen wir C' auch Baerkegel. Gilt dim(V') = v und ist B* ein r-dimensionaler
Baerunterraum, so bezeichnen wir C auch als (v, r)-Baerkegel, wobei r grifer
gleich 0 sei.

Beachte, daf} die Basis eines Kegels C' nicht eindeutig bestimmt ist. Fiir jeden
Unterraum V von (C) mit VNV = () und (V,V) = (C) ist C NV eine Basis von C.
Hat V' die Dimension v = —1, so ist ein (v, r)-Baerkegel C' ein Baerunterraum, und
fiir r = 0 ist C ein (v + 1)-dimensionaler Unterraum von P. Damit sind die bisher
genannten Beispiele also (ausgeartete) Baerkegel. In dem néchsten Lemma werden
Eigenschaften von Baerkegeln untersucht. Dies wird im folgenden oft verwendet und
dabei nicht immer dieses Lemma zitiert.

Lemma 2.5 Sei C' ein (s,t)-Baerkegel. Dann gilt dim((C)) = s+t + 1.
Ist t gerade, dann liegen 95+1+% + q5+10%,1\/§ Punkte in C', ist t ungerade, dann
liegen 0,y 121 + qSHH%\/cj Punkte in C.

Beweis: Die erste Behauptung folgt direkt aus der Dimensionsformel, da die Spitze
und die Basis des Kegels disjunkt sind.

Ein Punkt aus der Basis erzeugt zusammen mit der Spitze einen (s+1)-dimensionalen
Unterraum und je zwei dieser Unterrdume schneiden sich in der Spitze. Daher
liefert ein Punkt der Basis ¢°*! Punkte auflerhalb der Spitze. Ist die Basis ein
Baerunterraum gerader Dimension ¢, so enthilt die Basis 9% + 9%_1 - /q Punkte.
Damit gilt

Ol =¢"""- (O +0: V@) +0, =0, +0:-/q

Ist die Dimension ¢ des Baerunterraums ungerade, so enthilt dieser 9% + 0% V4
Punkte. Damit folgt

Cl= " (Ors +0es - VD +0, = Oy + 000G O

2 2



Wir geben jetzt an, welche Unterrdume die Baerkegel blockieren:

Lemma 2.6 Sei C ein (v, 2s)-Baerkegel in P := PG(n, q) mit ¢ quadratisch. Dann
ist C eine (v + s + 1)-blockierende Menge von P.

Beweis: Sei U ein Unterraum der Dimension n—v—s—1 von P. Trifft U die Spitze
V von C, so ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, dafl U und V' disjunkt sind.
Der Raum (C) hat die Dimension v + 2s + 1 und daher hat U N (C) eine Dimension
grofer gleich s. Sei U’ ein (2s)-dimensionaler Unterraum disjunkt zu V' von (C')
durch U N (C). Dann ist U' N C ein Baerunterraum von U’, der wegen Resultat 2.3
jeden s-dimensionalen Unterraum von U’ und damit insbesondere U trifft. U

Beispiel 2.7 Aus dem Lemma 2.6 folgt, daf$ (t,2(m—t—1))-Baerkegel fiir eine Zahl
t mit —1 <t < m — 1 Beispiele m-blockierender Mengen in Rdumen quadratischer
Ordnung sind.

2.1.1 Blockierende Mengen in projektiven Ridumen beliebi-
ger Ordnung

Auch in projektiven Rdumen nichtquadratischer Ordnung sind Unterrdume Beispiele
blockierender Mengen.

Beispiel 2.8 Wie in Lemma 2.6 kann man nachpriifen, daf$ ein Kegel mit einem
(m — 2)-dimensionalen Unterraum als Spitze und einer geradenblockierenden Menge
in einer Ebene als Basis, eine m-blockierende Menge ist.

Wir suchen also in Ebenen 1-blockierende Mengen, die keine Gerade enthalten.

Beispiel 2.9 In PG(2,q) mit einer ungeraden Ordnung q, existiert ein projektives
Dreieck D, das eine minimale nichttriviale geradenblockierende Menge der Mdchtig-

1 0 0
keit q+%1+1 ist. Dabet besteht D aus den Eckpunkten [ 0 |, | 1 | und | 0
0 0 1
1 0 —a
eines Dreiecks und den Punkten | —a |, 1 und 0 auf den Dreiecks-
0 —a 1

seiten, wobei fir a alle Quadratzahlen aus GF(q)* eingesetzt werden. Da q ungerade

ist, gibt es in GF(q)* genau %1 Quadrate und damit folgt |D| = w. Geht eine

Gerade g durch keinen der Eckpunkte und trifft die Dreiecksseiten in den Punkten



1 0 —t 1 0 -1

—-r |, 1 und 0 |, dann giltdet | —r 1 0 =0=srt=1.

0 —s 1 0 —s 1
Also sind entweder alle Zahlen s, r und t Quadrate oder zwei dieser Zahlen sind
Nichtquadrate und die dritte ist ein Quadrat. In beiden Fdillen gibt es mindestens
ein Quadrat und dies ist ein Schnittpunkt von g mit D.

Fiir projektive Ebenen PG(2,q), deren Ordnung eine Primzahl ist, sind dies sogar
Beispiele 1-blockierender Mengen mit der minimalen Anzahl von Punkten, vergleiche
Blokhuis [4]. Anders als bei den Baerkegeln ist fiir einen Kegel mit einem projekti-
ven Dreieck D als Basis und einer (m — 2)-dimensionalen Spitze nicht klar, welche
Struktur eine entsprechende m-blockierende Menge, die einen Unterraum groflerer
Dimension erzeugt, haben kénnte. Wir geben daher noch eine andere Klasse von
Beispielen m-blockierender Mengen an.

Beispiel 2.10 Sei B ein Teilraum isomorph zu PG(t,q) von P := PG(t,q"). Dann
trifft B jede Hyperebenme von P in mindestens einem Punkt. Also ist B eine 1-
blockierende Menge von P.

Fiir ¢ = 2 erhilt man also gerade die Baerunterebene als 1-blockierende Menge in
einer Ebene. Aber fiir ¢ = 3 erhalten wir ein neues Beispiel: PG(3,q) trifft jede
Ebene von PG(3,¢?).

Wir wollen nun aus Beispielen m-blockierender Mengen in Rdumen der Dimension
n > 3 blockierende Mengen in (n — 1)-dimensionalen Ridumen konstruieren. Da
dies im folgenden sehr oft angewendet wird, definieren wir eine Bezeichnung fiir
projizierte Punktmengen.

Definition 2.11 Sei B eine Punktmenge von PG(n,q). Sei P ein Punkt auferhalb
von B und 7 eine Hyperebene nicht durch P. Dann ist

B(P,m) = {(P,Q)n|Q € B}
die Projektion von B vom Punkt P auf 7.

Projiziert man die Menge B von einem Punkt P nicht aus B auf eine Hyperebene
nicht durch P, so bildet die projizierte Punktmenge nach dem folgenden Lemma 2.12
eine m-blockierende Menge der Hyperebene.

Lemma 2.12 Sei B eine m-blockierende Menge von P := PG(n,q). Sei P ein
Punkt auferhalb B und m eine Hyperebene nicht durch P. Dann ist B(P,m) eine
m-blockierende Menge von 7.

Beweis: Sei U ein (n — 1 — m)-dimensionale Unterraum von 7. Der Unterraum
(U, P) hat die Dimension (n — m) und enthélt, da B eine m-blockierende Menge



ist, einen B-Punkt R. Dann enthilt U den Punkt (RP) N U, der nach Definition in
B(P, ) liegt. Damit ist B(P, ) eine m-blockierende Menge von . O

Somit kann aus einer m-blockierenden Menge in PG(n,q) eine m-blockierende
Menge in PG(n — 1, q) konstruiert werden.

Nach Definition gilt fiir einen Baerunterraum B von P := PG(2m, q), ¢ quadra-

tisch, daf§ jeder Punkt von P\ B auf genau einer Geraden von B liegt. Sei P ein
Punkt aus P\ B und 7 eine Hyperebene nicht durch P. Dann liegt P auf einer Baer-
geraden g. Jeder Punkt @) von B\ g liegt in einer Baerunterebene von (@, g). Diese
Baerunterebene trifft jede Gerade von (Q, g) und damit liegt die Gerade (@, g) N7
in B(P,7) und B(P, ) besteht aus Geraden durch den Punkt gN. Das heifit jeder
Punkt von B(P,7) liegt auf einer Geraden aus B(P,7) durch g N 7. Ein (2m — 2)-
dimensionaler Unterraum von B disjunkt zu g erzeugt in P eine Cogerade o disjunkt
zu g. Die B-Punkte von o werden bijektiv auf Punkte von B(P, )N (o, P) abgebildet
und B(P, )N {o, P) ist isomorph zu einem (2m — 2)-dimensionalen Baerunterraum.
Die Menge B(P, ) ist also ein (0, 2(m — 1))-Baerkegel.
Allgemein ist die Projektion eines (r, 2s)-Baerkegels C'; wenn man von einem Punkt
P € (C) \ C aus auf eine Hyperebene nicht durch diesen Punkt projiziert, ein
(r4+1,2(s — 1))-Baerkegel. So kann man die Baerkegel aus Beispiel 2.7 durch suk-
zessives Projizieren aus einem (2m)-dimensionalen Baerunterraum erhalten.

Sei nun B der Teilraum PG(3,q) von P := PG(3,4?). Sei P ein Punkt nicht aus
B und 7 eine Hyperebene nicht durch P. Liegt P auf einer Geraden, die B in ¢ + 1
Punkten trifft, so enthilt die Menge B(P,7) genau |B| — ¢ = ¢* + ¢* + 1 Punkte.
Liegt P auf keiner solchen Geraden, dann gibt es nur Tangenten durch P und es gilt
|B(P,7)| = |B] = ¢ + ¢* + ¢ + 1. Die Menge B(P, ) ist eine 1-blockierende Menge
der Ebene m. Wir verallgemeinern dieses Verfahren:

Beispiel 2.13 Sei t > 3 und B := PG(t,q) die 1-blockierende Menge in PG(t,q")
aus Beispiel 2.10. Sei' V' ein Punkt von B und P, ¢ B ein Punkt auf einer Geraden
durch 'V, die B in q + 1 Punkten trifft. Sei m, eine Hyperebene durch V aber nicht
durch Py. Wir projizieren B von Py auf . Die Menge By := B(Py,m) der proji-
zierten Punkte enthdilt dann |B|—q=¢' +¢" ' +---+ ¢* + 1 Punkte. Geraden von
71, die mehr als einen Punkt von By enthalten, treffen By in ¢*> + 1 Punkten, wenn
sie durch V' gehen, und sonst in ¢ + 1 Punkten. Wir setzen dieses Verfahren fort:
Solange i < t — 3 ist, sei P;yq ein Punkt von m; \ B;, so daf die Gerade P; 1,V mehr
als einen und somit ¢ + 1 Punkte von B; enthdlt. Wir projizieren die Punkte von
B; von P,y auf einen (n — i — 1)-dimensionalen Unterraum m;y, von m; durch V
aber nicht durch P;.,. Sei B;y1 die Menge der projizierten Punkte. Der Punkt P;
ist nicht in B; enthalten und liegt daher nur auf einer Geraden PV, die mehr als
einen Punkt von B; enthilt. Daher gilt |Bi.| = |B;| — ¢'tt = ¢! + -+ + ¢"*2 + 1.
Ist g eine Gerade durch V nicht durch Piy,, dann sind ¢"*% + ¢'*' + 1 Punkte in
(g, Pis1) N B; enthalten. Bei der Projektion von P;y, aus werden die ¢ +1 Punkte



von PV N By auf V und die restlichen ¢'*? Punkte von ({g, Piy1) \ Piy1V) N B;
bijektiv auf Punkte von (g, P;11) N w11 abgebildet. Die Geraden von iy durch V
enthalten also einen oder ¢"*2 41 Punkte von B;,,. Ist g eine Gerade von ;1 nicht
durch V', so werden die Punkte von (g, P;11) N B; bijektiv auf Punkte von g N By
projiziert und Geraden von m; 11 nicht durch V' enthalten also einen oder g+1 Punkte
von Biyq.

Fiir i =t — 2 erhdlt man eine Ebene m; und B; ist eine 1-blockierende Menge dieser
Ebene, die ¢' + ¢'=' + 1 Punkte aber keine Gerade enthilt. Indem man die Punk-
te P; anders wdhlt, kann man 1-blockierenden Mengen, die mehr Punkte enthalten,
konstruieren.

Durch die Projektion konnen wir aus blockierenden Mengen projektiver Ridume
blockierende Mengen in Rdumen niedrigerer Dimension konstruieren. Wir kénnen
aber auch umgekehrt versuchen, aus den Eigenschaften m-blockierender Mengen in
PG(n — 1, q) Riickschliisse auf m-blockierende Mengen in PG(n, q) zu ziehen.

2.2 Grundlegende Definitionen und Satze

Definition 2.14 Fin 3-dimensionaler Unterraum heifst Solid.

Wir nennen einen Unterraum der Dimension n — 2 eine Cogerade und einen Un-
terraum der Dimension n — 3 eine Coebene.

Geraden, die einen B-Punkt enthalten, werden als Tangenten und Unterriume der
Dimension n—m, die B in einem Punkt treffen, werden als Tangentialrdume be-
zeichnet. Im Fall n —m = 2 werden die Tangentialrdume auch Tangentialebenen
genannt.

Die m-blockierenden Mengen kleinster Kardinalitit werden in Resultat 2.15 als Un-
terrdume charakterisiert:

Resultat 2.15 (BOSE, BURTON, [9]) Sei B eine m-blockierende Menge von P :=
PG(n,q) mit m < n. Dann gilt

Bl > ¢" +¢" "+ g+ 1 (2.1)

mit Gleichheit genau dann, wenn B die Punktmenge eines m-dimensionalen Unter-
raums von P ist.

Der Beweis ist kurz und wird daher aufgefiihrt:

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fir n = m mufl B
jeden Punkt von P enthalten und damit ist die Aussage trivial. Sei nun n > m und
die Aussage fiir n — 1 gezeigt. Sei P ein Punkt nicht aus B und 7 eine Hyperebene
nicht durch P. Nach Lemma 2.12 ist B(P, 7) eine m-blockierende Menge von 7 und
enthiilt damit nach Induktionsannahme mindestens ¢™ 4+ ¢™ ! +- - - 4+ ¢ + 1 Punkte.

10



Wir nehmen jetzt an, daf in (2.1) Gleichheit gilt. Dann enthilt jede Gerade durch
P hochstens einen Punkt von B, da sonst |B| > |B(P,m)| > ¢™+q¢™ ' +---+q+1
folgt. Wir kénnen jeden Punkt von P\ B als P wihlen und wie oben folgt, daf eine
Gerade, die mindestens einen Punkt von P \ B enthilt, die Menge B in hochstens
einem Punkt trifft. Also liegt eine Gerade, die mehr als einen B-Punkt enthélt, ganz
in B, die Menge B ist ein Unterraum und hat wegen (2.1) die Dimension m. 0J

Wir nennen eine m-blockierende Menge trivial genau dann, wenn sie einen m-
dimensionalen Unterraum enthélt. Nachdem somit die beziiglich ihrer Kardinalitét
kleinsten m-blockierenden Mengen bekannt sind, stellt sich die Frage, welche Struk-
tur groflere m-blockierende Mengen haben. Ist B eine m-blockierende Menge, so
ist auch die Vereinigung von B mit einer beliebigen Punktmenge aus P \ B eine
m-blockierende Menge. Wir suchen aber nach m-blockierenden Mengen, die eine
andere Struktur enthalten und wollen daher m-blockierende Mengen ausschlieflen,
die so aus kleineren m-blockierenden Mengen konstruiert werden. Dies ist die Mo-
tivation fiir die néchste Definition. Wir nennen eine m-blockierende Menge B mi-
nimal, wenn keine echte Teilmenge von B eine m-blockierende Menge ist. Bruen
[10] konnte eine Abschitzung fiir die Kardinalitéit der kleinsten minimalen, nichttri-
vialen 1-blockierenden Menge in einer Ebene angeben. Ist die Ordnung der Ebene
quadratisch, so ist diese Abschétzung scharf und die kleinste minimale, nichttriviale
1-blockierende Menge einer Ebene ist eine Baerunterebene. In [11] verallgemeinerte
er dieses Resultat auf projektive Rdume héherer Dimension:

Resultat 2.16 (BRUEN, [10, 11]) Sei P ein projektiver Raum der Ordnung q und sei
B eine nichttriviale 1-blockierende Menge von P. Dann gilt

Bl > ¢+ q+1

mit Gleichheit, wenn B die Punktmenge einer Baerunterebene in einer Ebene von

P ist.

In Rdumen quadratischer Ordnung ist ein Kegel mit einem (m — 2)-dimensionalen
Unterraum als Spitze und einer Baerunterebene als Basis die kleinste nichttriviale
minimale m-blockierende Menge (vergleiche Beutelspacher [3]). Dies ist eine Verall-
gemeinerung von Resultat 2.16, da hier m-blockierende Mengen auch fiir m ungleich
1 betrachtet werden. Heim konnte ein entsprechendes Resultat fiir R&ume beliebiger
Ordnung ungleich 2 nachweisen:

Sei r2(q) die Zahl, so dal ¢ + 72(q) + 1 die Méchtigkeit der kleinsten nichttrivialen
geradenblockierenden Menge in einer Ebene PG(2,q) ist. Die beziiglich der Kar-
dinalitdt und der Dimension des erzeugten Unterraums zweitkleinsten minimalen
m-blockierenden Mengen werden in dem folgenden Resultat angegeben. Das heif}t,
dies sind nichttriviale m-blockierende Mengen, die am wenigsten Punkte enthalten.
Sie erzeugen einen Unterraum, dessen Dimension um eins gréfer als die Dimension
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der trivialen m-blockierenden Mengen ndmlich gleich m + 1 ist. Fiir ¢ > —1 sei

Resultat 2.17 (HEIM, [15]) Sei B eine nichttriviale m-blockierende Menge des pro-
jektiven Raumes PG(n,q), wobei n grifler als m und q grofler 2 ist. Dann gilt

|B| > 6, + 12(q) - ¢™ '

mit Gleichheit, wenn ein (m — 2)-dimensionaler Unterraum U, eine Ebene E mit
UNE = () und eine nichttriviale geradenblockierende Menge B* kleinster Kardinalitit
von FE existiert, so daf B ein Kegel mit Spitze U und Basis B* ist.

Das folgende Resultat wird als Abschitzung fiir ro(q) verwendet.

Resultat 2.18 (BRUEN, OSTROM, [10]) In PG(2,p") existiert eine nichttriviale gera-
denblockierende Menge der Mdichtigkeit p" +p"~! + 1.

In Beispiel 2.13 hatten wir nichttriviale geradenblockierende Mengen der gleichen
Michtigkeit konstruiert.

Korollar 2.19 Die Zahl r5(q) ist hichstens <5t

Beweis: Fiir ungerades ¢ ist das projektive Dreieck aus Beispiel 2.9 eine geraden-
blockierende Menge mit w Punkten. Also ist die Zahl r5(q) hochstens (g +1)/2.
Fiir gerade ¢, das heifit ¢ = 2", ist r5(¢) nach Resultat 2.18 oder nach Beispiel 2.13

kleiner gleich 2"~! = ¢/2. O

Die folgenden Lemmata werden mehrfach in den Beweisen verwendet und daher
hier allgemein aufgelistet.

Die Existenz von Tangentialriumen an eine minimale m-blockierende Menge
folgt direkt aus deren Minimalitét:

Lemma 2.20 Sei B eine minimale m-blockierende Menge von P := PG(n,q).
Dann liegt jeder Punkt aus B auf mindestens einem Tangentialraum.

Beweis: Sei P ein Punkt aus B. Dann ist B\ {P} genau dann eine m-blockierende
Menge, wenn P in keinem Tangentialraum liegt. O
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Lemma 2.21 Sei ¥ eine Menge von r-dimensionalen Unterrdumen in PG(n,q) mit
n > r, von denen sich je zwei in einem (r — 1)-dimensionalen Unterraum schnei-
den.Dann gehen die Unterrdume von ¥ entweder durch einen (r — 1)-dimensionalen
Unterraum oder sie sind in einem (r + 1)-dimensionalen Unterraum enthalten.

Beweis: Wir kénnen davon ausgehen, dafl die im folgenden Beweis bendtigten Un-
terrdume von Y alle existieren, da sonst die Behauptung des Lemmas trivial ist.
Angenommen es gibt drei Unterrdume Uy, Us, Us von ¥ nicht durch einen gemeinsa-
men (r—1)-dimensionalen Unterraum. Wir wollen zeigen, dafl dann alle Unterrdume
von ¥ in (Uy, Uy, Us) liegen. Dabei ist die Dimension von (Uy, Us, Us) gleich r+1, da
Us die Unterrdume U; und Us in verschiedenen (r — 1)-dimensionalen Unterrdumen

trifft. Also gilt U3 = (Us NUy, U3 N Us) C (Uy, Us) und die Dimension von (Uy, Us)
ist 7+ 1. Sei U ein weiterer Unterraum aus Y. Dieser trifft jeweils die Unterrdume
U; in einem (r — 1)-dimensionalen Unterraum. Mindestens zwei der Unterrdume
U N U; sind verschieden, da U, Us, Us keinen gemeinsamen (r — 1)-dimensionalen
Unterraum enthalten. Die Schnittrdume von U mit den U; erzeugen U und damit

l1egt U in <U1, U2,U3>. H

Lemma 2.22 Sei ¥ eine Menge von ¢ + 1 verschiedenen Cogeraden enthalten in
einer Hyperebene m von PG(n,q). Dann dberdecken diese mindestens 0, o + c -

"2 = (5) - " Punkte.

Beweis: Je zwei Cogeraden aus ¥ schneiden sich in einem (n — 3)-dimensionalen
Unterraum, da sie in 7 enthalten und verschieden sind. Eine Cogerade o aus ¥ iiber-
deckt #,,_» Punkte. Alle Cogeraden ungleich o aus X treffen o in einem Unterraum
der Dimension n — 3 und enthalten ¢"® Punkte nicht aus o. Je zwei Cogeraden
o, und oy aus ¥ ungleich o treffen sich in einem (n — 3)-dimensionalen Unterraum
U. Dieser Unterraum U schneidet o in einem Unterraum der Dimension grofler
gleich (n — 4). Es liegen also hochstens ¢"* Punkte in (o1 N o) \ 0. Es gibt (5)
Moglichkeiten, diese beiden Unterrdume auszuwihlen. Damit folgt die Behauptung.

O

Lemma 2.23 Seien W und L Unterrdume von PG(d,q) mit L C W, dim(W) = w
und dim(L) = I. Dann ist die Anzahl der Unterrdume U mit W NU = L und
(W,U) = PG(d,q) gleich ¢w=bld=w),

Beweis: Wir zédhlen zuerst die Mdoglichkeiten s, die Basis von W zu einer Basis
von PG(d,q) zu ergénzen, und teilen diese durch die Anzahl ¢ der Moglichkeiten,
eine Basis von L zu einer Basis von U zu erginzen. Es gibt 05 — 0, = ¢“ '04__1
Punkte in PG(d, ¢) auflerhalb von W. Wenn wir den ersten Punkt P; gewéhlt haben,
darf der zweite Punkt P, nicht in (W, P;) liegen. Es gibt 04 — 0,11 = ¢“ 204 4 o
solcher Punkte. Der i-te Punkt darf nicht in (W, Ué;ll{Pj}> enthalten sein, fiir alle
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t = 2,...,d — w. Insgesamt miissen d — w Punkte ergéinzt werden. Daraus folgt

s = qw+10d7w71 ) qw+20d7w72 e qd'

Genauso wird jetzt ¢ bestimmt: Es gibt 04_ — 0, = ¢"t'0,_,_1 Punkte in U \ L.
Fiir den zweiten Punkt gibt es 0g_y; — 0141 = ¢'7204__» Moglichkeiten, ..., und fiir
den letzten, den (d — w)-ten Punkt, gibt es noch ¢ “*, = ¢¢ *+' Méglichkeiten.

d—w-+1

Damit ergibt sich ¢t = ¢""'04__1 - ¢ 20402 ¢ und

s ¢ 041 ¢ 04—+ q° (w—1)-(d—w)
_ = = q .
n G0 1 - 20, o - gt

Lemma 2.24 Sei B eine m-blockierende Menge in P := PG(n,q) und m eine Hy-
perebene von P. Dann ist BN w eine (m — 1)-blockierende Menge von .

Beweis: Da B eine m-blockierende Menge von P ist, trifft B jeden (n—m)-dimensio-
nalen Unterraum von P und damit jeden (n—1— (m—1))-dimensionalen Unterraum
von P. Insbesondere trifft B jeden (n —1 — (m — 1))-dimensionalen Unterraum von
m und damit folgt die Behauptung. O

Im folgenden Lemma wird umgekehrt von blockierenden Mengen in Unterrdumen
des projektiven Raumes P auf blockierende Mengen in P geschlossen.

Lemma 2.25 Ist B eine m-blockierende Menge eines Unterraums U wvon P :=
PG(n,q) mit dim(U) > m. Dann ist B auch eine m-blockierende Menge von P.

Beweis: Sei u := dim(U) und S ein (n—m)-dimensionaler Unterraum von P. Dann
ist die Dimension von S N U grofer gleich u — m > 0. Da B eine m-blockierende
Menge von U ist, trifft B den Unterraum S N U in mindestens einem Punkt. Daher
trifft B jeden (n—m)-dimensionalen Unterraum von P und B ist eine m-blockierende
Menge von P. O

Das néichste Lemma konnte anstatt fiir Hyperebenen auch fiir Unterrdume be-
liebiger Dimension bewiesen werden. Fiir minimale m-blockierende Mengen B in
P := PG(n,q) folgt aus dem Lemma, dafi; wenn (B) = P ist, die Punkte von B in
P in dem Sinne verteilt sind, daf§ ein echter Unterraum von P nicht so viele (das
heifit nicht mehr als ,,) Punkte von B enthilt.

q), ¢ > 2, mit
0

Lemma 2.26 Sei B eine m-blockierende Menge von P := PG(n,
| m- Dann ist

|IB| < 0 + 0p_172(q) und 7 eine Hyperebene von P mit |m N B

B N7 eine m-blockierende Menge von .

Beweis: Sei U ein (n — 1 — m)-dimensionaler Unterraum von 7. Angenommen
U enthilt keinen B-Punkt. Durch U gehen ¢™ verschiedene (n — m)-dimensionale
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Unterrdume von P, die 7 in U treffen. Da B eine m-blockierende Menge ist, enthélt
jeder dieser Unterrdume einen B-Punkt. Also gibt es in B\ m mindestens ¢” Punkte.
Zusammen mit den 6,, Punkten aus 7N B enthélt B also mindestens 6,, +¢™ Punkte.
Nach Voraussetzung gilt aber |B| < 6, 4+ r2(q) - 0,—1. Damit folgt ¢"* < 0,,—1 - m2(q).
Dies ist ein Widerspruch, da m > 1, ¢ > 2 und ry(q) < qu nach Korollar 2.19 gilt.

O

Bemerkung 2.27 Aus dem ersten Teil des Beweises von Lemma 2.26 folgt, daf
die Aussage von Lemma 2.26 schon fir Hyperebenen m mit |B N w| > |B| — ¢™ gilt.

Lemma 2.28 Seim > 1 und ¢ > 2. Sei B eine minimale m-blockierende Menge
von P := PG(n,q) mit (B) =P und |B| < 0., + 0,,_172(q). Sei P ein Punkt au-
Berhalb B und m eine Hyperebene nicht durch P. Nach Lemma 2.12 enthdlt B(P, )
eine m-blockierende Menge.

Dann gilt fiir jede m-blockierende Menge B* C B(P, ) von m, daff (B*) = 7.

Beweis: Nach Resultat 2.15 enthélt B* mindestens 6, Punkte. Angenommen B*
erzeugt nicht 7, dafl heifit es gibt eine Cogerade o, in der B* enthalten ist. Es folgt
lo N B(P,m)| > |B*| > 6. Die Hyperebene 7’ := (P, o) enthélt daher mindestens
0,, Punkte von B. Aus Lemma 2.26 folgt, dal B N 7’ eine m-blockierende Menge
von 7' ist. Nach Lemma 2.25 ist B N 7’ eine m-blockierende Menge von P und,
da B minimal ist, ist B gleich B N 7'. Somit ist B in 7’ enthalten. Dies ist ein
Widerspruch zu (B) = P. O

Bemerkung 2.29 Angenommen man kennt fiir n > m+1 eine untere Abschdtzung
x fir die Anzahl der Punkte einer minimalen m-blockierenden Menge, die einen
(n — 1)-dimensionalen Unterraum erzeugt. Dann liefert Lemma 2.28 eine untere
Abschitzung fir die Anzahl der Punkte einer minimalen m-blockierenden Menge B,
die einen n-dimensionalen Unterraum erzeugt: Gibt es einen Punkt von B, der auf
s Geraden liegt, die zusammen t Punkte von B enthalten, dann gilt |B| > x +1t — s.

Lemma 2.30 Sein' € IN mit m < n' < 2m. Angenommen alle minimalen m-
blockierende Mengen in PG(n',q), die den ganzen Raum PG(n',q) erzeugen, enthal-
ten mindestens 9m+9n/_m_1r2(q)q2m*”’ Punkte. Sei B eine minimale m-blockierende
Menge in PG(n,q) mit n > n' und

|B| < Oy + Ot 172(q) ™. (2.2)
Dann gilt dim({B)) < n' mit Gleichheit nur dann, wenn auch in (2.2) Gleichheit

gilt.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit Induktion iiber n. Fiir n = n’ entspricht
die Behauptung der Voraussetzung. Sei nun n grofier als n’ und die Behauptung fiir
n — 1 gezeigt. Sei B eine minimale m-blockierende Menge, die die Bedingung (2.2)
erfiillt. Ist B ein Unterraum, so hat (B) die Dimension m < n’. Sei also nun B kein
Unterraum.

Dann gibt es einen Punkt P nicht aus B, der auf einer Geraden g liegt, die B
in mehr als einem Punkt trifft. Sei 7w eine Hyperebene nicht durch P. Bei der
Projektion der Punkte von B von P aus auf m werden die B-Punkte von g auf den
Punkt g N7 abgebildet und daher gilt |B| > |B(P,r)|. Die Menge B(P, ) enthilt
nach Lemma 2.12 eine minimale m-blockierende Menge B*. Nach Konstruktion und
wegen (2.2) gilt

|B*| < |B(P, )| < |B| < 0 + Opr—m_172(q)*™ ™.

Aus der Induktionsannahme folgt, dafi die Dimension von (B*) kleiner als n’ ist.
Also hat (P, B*) hochstens Dimension n’ und es gibt eine Hyperebene 7*, die (P, B*)
enthélt. Da B* eine m-blockierende Menge von 7 ist, enthédlt B* nach Resultat 2.15
mindestens #,, Punkte. Daher enthilt 7* mindestens 6,, Punkte von B. Nach
Lemma 2.26 ist BN7* eine m-blockierende Menge von 7*. Da B minimal und BN7*
nach Lemma 2.25 eine m-blockierende Menge von 7* ist, mufl B in 7* enthalten sein.
Wir wenden die Induktionsannahme auf 7* an und damit folgt die Behauptung. O

In Bemerkung 2.29 hatten wir die Projektion B(P, ) einer m-blockierenden
Menge B von einem Punkt P auf eine Hyperebene 7 betrachtet, um eine untere
Abschatzung fiir die Kardinalitdt von B zu erhalten. Dieses Verfahren wird in dem
néichsten Lemma verbessert, indem gleichzeitig mehrere Projektionen von verschie-
denen Punkten aus betrachtet werden. Kennt man eine untere Schranke fiir die
Anzahl der projizierten Punkte in B(P;,m;), so liefert die Ungleichung (2.3) eine
verbesserte Abschitzung fiir |B|.

Lemma 2.31 Sei B eine m-blockierende Menge in P := PG(n,q) und U ein

(n—m—1)-dimensionaler Unterraum von P disjunkt zu B. Seien Py, ..., Py, die
Punkte von U und my, ..., my,_ _, Hyperebenen mit P, ¢ m; fir allei € 1,...,0, 1.
Dann gilt
On—m—1
> B(Py )| < s + (1Bl = O) - (01 — 1). (2:3)

i=1
Beweis: Enthélt ein Unterraum der Dimension n —m durch U genau x 4+ 1 Punkte
von B, so tragen diese hochstens 6, 1 + 2+ (6,_m_1 — 1) zur linken Seite von (2.3)
bei. Da B eine m-blockierende Menge ist, enthélt jeder (n — m)-dimensionale Un-
terraum durch U mindestens einen Punkt von B. Dazu werden 6,, Punkte von B
benétigt. Die restlichen |B| — 6, Punkte von B tragen noch héchstens 6, ,, 1 — 1
zur linken Seite von (2.3) bei. O
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Kapitel 3

Minimale blockierende Mengen in
projektiven Raumen quadratischer
Ordnung

In diesem Kapitel werden in Satz 3.1 minimale m-blockierende Mengen der Kardi-
nalitét kleiner gleich 6, 4+ 6,, 1,/q in projektiven Rdumen PG(n,q) quadratischer
Ordnung q, q # 4, als Baerkegel charakterisiert:

Satz 3.1 Sei B eine minimale m-blockierende Menge von PG(n,q), n > 2, q eine
quadratische Zahl ungleich 4 und n > m. Ist |B| < 0, + 01,—1./q, dann ist B ein
(t,2(m —t — 1))-Baerkegel fir eine Zahl t mit max{—1,2m —n —1} <t <m—1.

Insbesondere sind dies die beziiglich der Anzahl der darin enthaltenen Punkte
kleinsten m-blockierenden Mengen, die den ganzen Raum PG(n, ) fiir 2m > n > m
erzeugen.

Dies ist eine Verallgemeinerung des Resultats 2.16, das der Behauptung von
Satz 3.1 im Fall m = 1 entspricht. Fiir n = m + 1 folgt auch aus Resultat 2.17 fiir
eine m-blockierende Menge B mit |B| < 0,,4+¢™ ', /q, daB B einen m-dimensionalen
Unterraum enthélt oder ein (m — 2, 2)-Baerkegel ist. Satz 3.1 verbessert jedoch in
diesem Fall die Abschétzung fiir die Mindestanzahl Punkte, die eine minimale m-
blockierende Menge enthalten muf}; die keinen m-dimensionalen Unterraum und
keinen (m — 2, 2)-Baerkegel enthélt. Fiir m = 2 wurde die Aussage von Satz 3.1 fiir
g > 16 in folgendem Resultat gezeigt:

Resultat 3.2 (METSCH, STORME [19]) Sei B eine minimale 2-blockierende Menge
von PG(n,q), n > 3, q eine quadratische Zahl und q > 16. Ist |B| kleiner gleich
0y + 01,/q, dann ist B ein (1 — a,2a)-Baerkegel fir ein a € {0,1,2}, das heifst die
Punktmenge einer FEbene, ein Punktkegel iber einer Baerunterebene, oder fiir n > 4
die Punktmenge eines Baerunterraums PG (4, /q).
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Zuerst priifen wir in Abschnitt 3.0.1 nach, dafl die Behauptung von Resultat 3.2
auch im Fall ¢ = 9 gilt. In Abschnitt 3.1 beweisen wir dann den Satz 3.1 fiir den
Fall m > 3.

Huber [17] charakterisierte fiir eine natiirliche Zahl s mit 1 < s < m minimale
m-blockierende Mengen mit hochstens 6, + ¢° '0p,_s1/q Punkten von PG(n,q), ¢
quadratisch, als (s — 2,2(m — s+ 1))-Baerkegel, wobei er die zusétzliche Bedingung
an die blockierende Menge stellte, dafl diese keinen s-dimensionalen Unterraum ent-
halten. Hier wird also fiir ¢ > 9 gezeigt, dafl auf diese Bedingung verzichtet werden
kann, und auflerdem fiir s > 1 das Intervall fiir die Kardinalitit der m-blockierenden
Mengen vergréflert, in dem alle m-blockierende Mengen bekannt sind.

3.0.1 2-blockierende Mengen in PG(n,9) fiir n > 3

Wir wollen zeigen, dafl die Aussage von Resultat 3.2 auch fiir ¢ = 9 gilt. Zuerst wird
dies in Lemma 3.3 fiir den Fall n = 3 nachgewiesen. Dann ist B also eine minimale
geradenblockierende Menge, die hochstens 6y + 61,/¢ = 121 Punkte enthilt. Der
Beweis orientiert sich an den Beweisen zu Resultat 3.2 aus [19] von K. Metsch und
L. Storme, wobei dort ein Resultat von S. Ball und A. Blokhuis [1] verwandt wird,
nach dem eine geradenblockierende Menge in einer Ebene der Ordnung ¢ mit ¢ > 9
eine Gerade, eine Baer Unterebene oder mindestens ¢ + 2,/¢ + 1 Punkte enthéilt.
Fiir ¢ = 9 ist diese Aussage nicht richtig, da zum Beispiel das projektive Dreieck in
PG(2,9) aus 15 Punkten besteht (vergleiche Beispiel 2.13). Nach einem Resultat
von Bruen und Thas [12] enthilt in einer Ebene quadratischer Ordnung ¢ ungleich
4 eine geradenblockierende Menge mit hochstens ¢ + /g + 2 Punkten eine Gerade
oder eine Baerunterebene. Daher gibt es in PG(2,3) keine minimale blockierende
Menge mit 14 Punkten und wir nutzen diese Aussage in dem Beweis von Lemma 3.3.
In den folgenden Lemmata wird dann noch gezeigt, dafl in PG(4,9) eine minimale
2-blockierende Menge mit hochstens 121 Punkten eine Ebene, ein (0, 2)-Baerkegel
oder ein 4-dimensionaler Baerunterraum ist. Dies sind auch in Rdumen PG(n,9) mit
n > 4 die einzigen minimalen 2-blockierenden Mengen mit hochstens 121 Punkten,
vergleiche Satz 3.5.

Lemma 3.3 Sei B eine minimale 2-blockierende Menge in P := PG(3,9) mit |B| <
121. Dann ist B eine Ebene oder ein Punktkegel iber einer Baer Unterebene.

Beweis: Wir nehmen an, dafl B keine Ebene enthilt, und wollen in mehreren
Schritten zeigen, dal B ein (0, 2)-Baerkegel ist.

1) Eine geradenblockierende Menge in einer Ebene von PG(3,9) enthdlt entweder
eine Gerade, eine Baerunterebene oder mindestens 15 Punkte.
Dies ist ein Resultat von Bruen und Thas [12].

2) Jeder Punkt von B liegt auf einer Geraden von B
Der Beweis zu diesem Schritt entspricht dem Beweis von Lemma 3.14, wobei
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hier andere Resultate zitiert werden und einige Schritte direkt folgen. Sei P ein
Punkt aus B. Angenommen, es gibt keine B-Gerade durch P. Wir zeigen, dafl
jede Ebene durch eine Tangente durch P die Menge B in einer Baerunterebene
trifft: Sei ¢ eine Tangente durch P und seien Ey, F1, ..., Ey die Ebenen durch t.
Da B in jeder Ebene E; durch ¢ eine geradenblockierende Menge B} induziert
und es keine B-Gerade durch P gibt, P aber als einziger B-Punkt von ¢ in B}
enthalten sein muf}; enthélt nach Schritt 1) jede Ebene E; durch ¢ mindestens
q++/q = 12 Punkte von B\t. Aus |B| <10-12+1 folgt, daB jede Ebene durch
t genau 12 Punkte von B\ ¢ enthilt und damit nach Schritt 1) die Menge B in
einer Baerunterebene trifft.

Da B minimal ist, gibt es nach Lemma 2.20 eine Tangente ¢ durch P. Eine Gerade
durch P liegt in einer Ebene E durch ¢ und trifft B in einem oder /g +1 = 4
Punkten, da F N B eine Baerunterebene ist. Also gibt es w% = 40 Geraden
durch P, die B in 4 Punkten treffen und die 51 anderen Geraden durch P sind
Tangenten. Seinun h eine Gerade durch P, die B in 4 Punkten trifft. Enthélt eine
Ebene durch h eine Tangente, so trifft diese Ebene B in einer Baerunterebene
und enthélt somit 6 Tangenten durch P. Dies ist ein Widerspruch, da 6 kein
Teiler von 51 ist.

Sei g eine Gerade aus B. Dann g¢ibt es einen Punkt P von g, der auf keiner
weiteren Geraden von B liegt.
Dies beweisen wir in mehreren Teilen:

i) Fine Ebene enthdlt hiochstens 40 Punkte von B.
Sei E eine Ebene. Nach Voraussetzung ist E nicht in B enthalten, das heifit
es gibt einen Punkt P in E '\ B. Es gibt 81 Geraden durch P, die E nur in
P treffen. Jede dieser Geraden wird durch einen B-Punkt blockiert. Also
gibt es mindestens 81 Punkte von B auflerhalb E und die Behauptung folgt
aus |B| < 121.

ii) Eine Ebene enthdlt hichstens 5 Geraden von B.
Angenommen eine Ebene E enthélt mindestens 6 Geraden aus B. Dann
iiberdecken diese Geraden mindestens 6 - 10 — (g) = 45 Punkte von E. Dies
ist ein Widerspruch zu Schritt 3i).

iii) Es gibt einen Punkt P von g, der auf hichstens 2 Geraden von B liegt.
Wir zeigen, dafl g weniger als 20 andere B-Geraden trifft. Damit folgt die
Behauptung. Angenommen, ¢ trifft mindestens 20 andere Geraden aus B.
Seien Ej; fiir ¢ € {0,1,...,9} die Ebenen durch g und 1+ ¢; die Anzahl der
B-Geraden in E;. Dann gilt nach Annahme Z?:o e; > 20. Zusammen mit g
iiberdecken diese Geraden mindestens

9

10+Z(ei-9—(3))210+9-20—Z@ (3.1)

1=0
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iv)

Punkte. Wegen Schritt 3ii) enthélt eine Ebene hochstens 5 Geraden von
B und es gilt e; < 4 fiir alle 7. Damit folgt @ < %ei und zusammen
mit (3.1) folgt

9
3
1B] >190 - ) ¢ =190 — 30 = 160.
=0

Dies ist ein Widerspruch zu |B| < 121.

Die Gerade g ist die einzige B-Gerade durch P.

In Schritt 3iii) haben wir gezeigt, da8 P auf hochstens 2 Geraden von B
liegt. Liegt P auf nur einer Geraden, so ist nichts zu zeigen. Wir nehmen
also an, daf} es noch eine B-Geraden ¢’ ungleich g durch P gibt, und wollen
dies zum Widerspruch fiihren.

Angenommen, die Ebene 7 := (g, ¢') enthélt eine Tangente ¢’ durch P. Jede
andere Ebene durch ¢’ kann keine Gerade von B durch P enthalten und mufl
daher nach Schritt 1) mindestens 12 Punkte von B \ ¢ enthalten. Also gilt

IB| > |[r N B|+9-12 > 19+ 108 = 127.

Dies ist ein Widerspruch zu |B| < 121.

Also enthélt die Ebene 7 keine Tangente durch P und es gilt |7 N B| > 27.
Angenommen jede Gerade von 7 durch P enthilt mindestens 4 Punkte.
Dann gilt |7# N B| > 19 + 8 - 3 = 43, ein Widerspruch zu Schritt 3i). Also
gibt es eine Gerade h C 7 durch P, die B in héchstens 3 Punkten trifft.
Sei t eine Tangente durch P. Es gibt 8 Ebenen durch ¢ ungleich (¢, g) und
(t,g'). Keine dieser Ebenen enthilt eine B-Gerade durch P und daher ent-
halten nach Schritt 1) alle diese Ebenen mindestens 12 Punkte von B\t. Aus
8-13 419 = 123 > | B| folgt, daBl es mindestens eine Ebene 7" durch ¢ gibt,
die B in einer Baerunterebenen B* trifft. In 7’ gibt es 6 Tangenten durch P
und 4 Geraden durch P, die B in 4 Punkten treffen. Sei 7 die Menge der 6
Ebenen durch h, die 7’ in einer Tangenten durch P treffen, und o die Menge
der Ebenen durch h ungleich 7, die 7’ in einer Baergeraden von B* treffen.
Die Ebene 7 kann nicht in 7 liegen, da 7 keine Tangente durch P enthélt,
die Ebenen aus 7 aber alle mindestens eine Tangente durch P enthalten.
Die Ebenen aus 7 kénnen keine B-Gerade enthalten, da diese ¢ in P treffen
miifite, aber ¢ und ¢’ die einzigen Geraden von B durch P sind und diese
in 7 enthalten sind. Die Ebenen aus 7 enthalten nach Schritt 1) also eine
Baerunterebene aus B und somit mindestens 12 Punkte von B auflerhalb
h (die Gerade h kann keine Baergerade sein, da sie weniger als 4 Punkte
von B enthilt) oder sie enthalten eine andere blockierende Menge und somit
mindestens 15 Punkte. Eine Ebene von o enthilt nach Schritt 1) mindestens
9 Punkte von B\ h, da sie eine Gerade von B oder eine Baerunterebene mit
mindestens 12 Punkten von B\ h oder insgesamt mindestens 15 Punkte von
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B enthilt. Wir zidhlen die Punkte von B in den Ebenen durch h:
|IB| >6-124+3-9+ |[7r N B| =72+ 27+ 27 = 126.
Dies ist ein Widerspruch zu |B| < 121.

4) Alle Geraden von B gehen durch einen gemeinsamen Punkt
Sei [ eine Gerade von B. Wir zeigen, dafl [ jede andere Gerade von B trifft.
Dann schneiden sich also je zwei Geraden von B. Wegen Schritt 2) liegt jeder
Punkt von B auf einer B-Geraden. Nach Lemma 2.21 sind dann die B-Geraden
und damit B entweder in einer Ebene enthalten oder sie gehen alle durch einen
Punkt. Nach Voraussetzung ist der erste Fall jedoch nicht moglich.
Nach Schritt 3) gibt es einen Punkt P von [, der auf keiner weiteren B-Gerade
liegt. Da B minimal ist, gibt es eine Tangente ¢ durch P. Sei 7 die Ebene
(l,t) und 7y, 7o, ..., ™ die anderen Ebenen durch ¢. Keine Ebene 7; enthilt eine
B-Gerade, da diese t in P treffen miifite, [ aber die einzige B-Gerade durch P
ist. Damit enthélt jede Ebene ungleich = durch ¢ nach Schritt 1) mindestens
12 Punkte von B\ t. Wegen |B| —9-12 < 13 folgt, dafl 7 hochstens 13 und
7 \ [ hochstens 3 Punkte von B auflerhalb [ enthilt. Trifft 7 die Menge B in
[, so ist die Behauptung gezeigt, da jede B-Gerade 7 in einem Punkt trifft und
dieser Punkt also in [ liegen muf. Daher kénnen wir im folgenden annehmen, dafl
jede Ebene durch [, die eine Tangente durch P enthilt, noch einen Punkt von B
auflerhalb von [ und insgesamt hochstens 13 Punkte von B enthélt. Also enthélt
7 mindestens 11 Punkte von B. Es gibt hochstens 2 Ebenen von 7y, 79, ...,
die mehr als 13 Punkte von B enthalten und hochstens eine kann gréfler gleich
15 Punkte und damit keine Baer Unterebene enthalten (Schritt 1)). Wir kénnen
annehmen, dafl 7 N B eine Baer Unterebene von 7 ist. Sei 7 die Menge der 6
Ebenen durch [, die 7; in einer Tangenten durch P treffen und o die Menge der
4 Ebenen durch [, fiir die m; N B eine Baergerade durch P ist. Wie oben fiir 7
folgt fiir die Ebenen aus 7, da} diese mindestens 11 und h&chstens 13 Punkte
von B enthalten. Wir unterscheiden zwei Fille:
Fall a): Fine Ebene aus T enthdlt 13 Punkte von B:
Wir konnen 7 gleich dieser Ebene setzen und 7y, ..., Ty die anderen Ebenen durch
t setzen. Wegen ‘B‘T*B = 12 und da [ die einzige B-Gerade durch P ist, trifft
nach Schritt 1) jede Ebene 7; die Menge B in einer Baerunterebene Bf. Jede
Ebene von 7 enthélt héchstens 13 Punkte und kann daher héchstens eine Baer-
unterebene B in einer Baergeraden treffen. Es gibt 6 Ebenen in 7 aber 9 Ebenen
m; und daher gibt es mindestens 3 Ebenen von den 7;, fiir die die Baer Geraden
aus B} nicht in den Ebenen aus 7 und damit in den Ebenen aus o liegen. Also
enthilt jede der Ebenen aus ¢ mindestens 3 Baergeraden aus B und zusammen
mit [ mindestens 10 4+ 3 - 3 = 19 Punkte. Am Anfang dieses Schritts hatten wir
gesehen, dafl eine Ebene durch [, die eine Tangente durch P enthélt, hochstens 13
Punkte aus B enthalten kann. Also enthalten die Ebenen aus o keine Tangente.
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Die Punkte von B\ 7 liegen alle auf Baergeraden durch P und daher treffen alle
Ebenen aus o die Ebenen 7; in einer Baer Geraden von B; und alle B-Punkte von
m; sind in den Ebenen aus o enthalten. Eine Ebene aus o enthélt also 9 -3 = 27
Punkte von B\ [. Auflerhalb der Ebenen von o gibt es [B| — 427 —10 < 3
Punkte. Angenommen es gibt eine Gerade k von B, die nicht in einer Ebene aus
o enthalten ist. Dann trifft £ die 4 Ebenen von ¢ in einem Punkt und liefert noch
6 Punkte von B, die nicht in einer Ebene von o liegen. Dies ist ein Widerspruch
und damit liegt jede Gerade von B in einer Ebene von ¢ und trifft daher [.

Fall b): Alle Ebenen aus T enthalten héchstens 12 Punkte von B:

Zahlen wir die B-Punkte in den Ebenen durch ¢, so folgt, dafl mindestens sie-
ben der Ebenen 7y, m,...,m9 genau 13 Punkte von B enthalten und damit B
in einer Baerunterebene treffen. Wir konnen annehmen, dafl dies die Ebenen
T, T2, ..., 7 sind. In diesem Fall kann keine Baergerade von B N 7; in einer
Ebene aus 7 liegen, da die Ebenen aus 7 hochstens 2 Punkte von B auflerhalb
[ enthalten. Die Baergeraden von 7,7y, ..., 77 geschnitten mit B liegen also in
den 4 Ebenen von o. Das heif3t auch, dal die B-Punkte von 7y, m5,..., 77 in
den 4 Ebenen von o liegen. Angenommen es gibt eine Gerade k£ von B, die [
nicht trifft. Diese Gerade ist windschief zu ¢ und trifft daher jede der Ebenen
T, Ty, Mo, ..., 7 in einem Punkt. Liegt k£ nicht in einer Ebene aus o, so kann £
hochstens 4 der Ebenen 7y, 7o, . .., 77 in einem Schnittpunkt mit einer Ebene aus
o treffen. Da aber die Punkte von m; N B fiir ¢ = 1,...,7 in den Ebenen von o
liegen, ist dies ein Widerspruch. Also ist k£ in einer Ebene aus ¢ enthalten. Da
die Ebenen aus o durch die Gerade [ gehen, konnen £ und /[ dann keinen leeren
Schnitt haben, Widerspruch.

Die Menge B ist ein (0, 2)-Baerkegel:

Nach Schritt 2) liegt jeder Punkt von B auf einer Geraden von B und nach
Schritt 4) gehen diese Geraden durch einen gemeinsamen Punkt V. Sei V eine
Ebene disjunkt zu V. Dann folgt |[B| = |[BNV]-9+1 < 121 und damit, daf
|BN V| =13 ist. Nach Resultat 2.17 ist B ein (0, 2)-Baerkegel.

O

Lemma 3.4 Sei B eine minimale 2-blockierende Menge in P := PG(4,9) mit |B| <
121. Dann ist B eine Fbene oder ein Punktkegel diiber einer Baer Unterebene oder

ein 4-dimensionaler Baerunterraum.

Beweis: Ist B in einer Hyperebene 7 enthalten, so kénnen wir Lemma 3.3 auf

7 anwenden. Dieses liefert, dal B N7 = B entweder eine Ebene oder ein (0, 2)-

Baerkegel ist. Ist B in keiner Hyperebene von P enthalten, so erzeugt B den ganzen
Raum P. Dann folgt aus Resultat 4.9 von U. Heim [15], dal B ein 4-dimensionaler
Baerunterraum ist. U
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Satz 3.5 Sei B eine minimale 2-blockierende Menge in P := PG(n,9) mit n > 4
und |B| < 121. Dann ist B eine Ebene oder ein Punktkegel iber einer Baeruntere-
bene oder ein 4-dimensionaler Baerunterraum.

Beweis: Aus Lemma 3.4 folgt, dal eine minimale 2-blockierende Menge von
PG(4,9), die den ganzen Raum PG(4,9) erzeugt, mindestens 6, + 0;,/q = 121
Punkte enthilt. Aus Lemma 2.30 folgt wegen |B| < 0y + 6,,/q = 121 mit n' = 4,
daB die Dimension von (B) hochstens 4 ist. Die Behauptung folgt aus Lemma 3.4
angewandt auf (B). O

3.1 Beweis von Satz 3.1

Wir beweisen Satz 3.1 in mehreren Lemmata mit Induktion iiber m und (fiir ein
festes m) iiber n.

Fiir m = 0 besteht B aus einem Punkt. Fiir m = 1 entspricht Satz 3.1 dem
Resultat 2.16. Fiir m = 2, n > 3 und ¢ > 16 zeigt Resultat 3.2 die Behauptung.
Fiir m = 2, n > 3 und ¢ = 9 ist die Behauptung in Abschnitt 3.0.1 bewiesen. Fiir
m = n besteht B aus allen Punkten von P und die Aussage von Satz 3.1 ist trivial.
Wir konnen also annehmen, daf} folgende Bedingungen erfiillt sind:

m+1<n, 4<n, 3<m. (3.2)

Weiter nehmen wir an, dafl Satz 3.1 fiir alle m/-blockierenden Mengen in projektiven
Raumen PG(n',q) der Dimension n’ < n fiir ein m’ kleiner gleich m gilt, und wir
wollen zeigen, daf er dann auch fiir m-blockierende Mengen in PG(n, q) giiltig ist.
Im folgenden sei also B eine minimale m-blockierende Menge von P = PG(n,q),
wobei die Ordnung ¢q eine quadratische Zahl grofier gleich 9 sei. Fiir die Anzahl der
in B enthaltenen Punkte gelte

1B| < Oy + Or11/3. (3.3)

Um die Behauptung von Satz 3.1 fiir den Fall n < 2m zu zeigen, nehmen wir in den
Abschnitten 3.1.1, 3.1.2 und 3.1.3 an, dafl B keinen (¢,2(m — t — 1))-Baerkegel
fiir eine ganze Zahl t mit 2m —n <t < m — 1 enthilt. Wir wollen zeigen,
daB B dann ein (2m — n — 1,2(n — m))-Baerkegel ist. Zuerst werden dazu einige
Lemmata bewiesen, die fiir n < 2m gelten. Dann wird Satz 3.1 fiir n < 2m erst im
Fall m +1 = n und dann fiir m + 1 < n < 2m bewiesen. Der Fall n = 2m wird in
Lemma 3.27 betrachtet.

In Abschnitt 3.1.4 folgt schlieflich mit Lemma 2.30, daf§ auch fiir n > 2m die
Dimension von (B) hochstens 2m ist. Damit hat dann B die aus den vorherigen
Abschnitten bekannte Struktur, ist also ein Baerkegel.
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3.1.1 Einige Lemmata fiir den Fall n < 2m

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften von B fiir den Fall, daf} die Di-
mension des projektiven Raumes P = PG(n, q) hochstens gleich 2m ist, bewiesen.
Diese werden dann in den folgenden Abschnitten 3.1.2 und 3.1.3 zum Beweis von
Satz 3.1 verwandt. Wir nehmen also n < 2m an.

Lemma 3.6 a) Sei B' eine m-blockierende Menge von PG(n—1,q), die héchstens
Om + Om—1,/q Punkte enthiilt.
Dann enthdlt B' einen (t,2 - (m — t — 1))-Baerkegel fir eine ganze Zahl t mit
2m—n <t <m —1.

b) Sei B' eine (m — 1)-blockierende Menge von PG(n —1,q), die héchstens 0, 1 +
Om—2+/q Punkte enthilt.
Dann enthdlt B' einen (t,2 - (m — t — 2))-Baerkegel fiir eine ganze Zahl t mit
max{—1,2m —n —2} <t <m— 2.

Beweis: Dies ist die Induktionsannahme. O

Lemma 3.7 Eine Hyperebene enthdlt hichstens 0, - (\/q + 1) Punkte von B.

Beweis: Sei 7 eine Hyperebene. In 7 gibt es einen ((n — 1) —m)-dimensionalen Un-
terraum U, der keinen Punkt von B enthélt, da ansonsten BN~ eine m-blockierende
Menge von m wire. Nach Lemma 3.6 a) miiite 7N B einen (t,2-(m—t—1))-Baerkegel
fiir eine ganze Zahl t mit 2m —n < t < m — 1 enthalten. Dies ist aber ein Wider-
spruch zu der Annahme am Anfang von Kapitel 3.1.

Es gibt ¢™ verschiedene (n —m)-dimensionale Unterrdume von P, die 7 in U schnei-
den. Jeder dieser Unterrdume enthélt mindestens einen Punkt aus B. Daher liegen

mindestens ¢™ Punkte von B auflerhalb 7. Dann folgt die Behauptung aus der
oberen Grenze (3.3) fiir |B|. O

Die folgenden Lemmata werden nur fiir n > m + 1 verwandt. Sie gelten aber
auch fir n =m + 1.
Fiir einen Punkt P nicht aus B und eine Hyperebene 7 nicht durch P ist die Projek-
tion B(P, ) von B vom Punkt P auf 7 die Menge der Schnittpunkte der Geraden
PQ mit 7, wobei () ein Punkt aus B sei, vergleiche Definition 2.11 von Seite 8.

Lemma 3.8 Sei P ein Punkt nicht aus B und 7 eine Hyperebene nicht durch P.
a) Die Menge B(P,r) enthdlt einen (2m — n,2(n —m — 1))-Baerkegel.

b) Die Punkte aus einer Menge T von B werden bei der Projektion von P aus auf
mindestens |T| — 0y, —p/q Punkte von B(P, ) abgebildet.
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Beweis:

a)

Nach Lemma 2.12 ist B(P, ) eine m-blockierende Menge von 7. Aus Lemma 3.6
a) folgt dann wegen |B(P,7)| < |B| und Bedingung (3.3), da B(P,7) einen
(t,2(m —t — 1))-Baerkegel fiir eine Zahl ¢t mit 2m —n < ¢t < m — 1 enthilt.

Solch ein Baerkegel C' enthélt mehr als 6,,_;(,/q + 1) Punkte. Aus Lemma 3.7
folgt, daB (C, P) nicht in einer Hyperebene enthalten sein kann. Daher erzeugt C'
einen Unterraum der Dimension mindestens n—1 also 7. Da ein (t,2(m—t—1))-
Baerkegel einen Unterraum der Dimension 2m —t—1 aufspannt, folgt ¢ = 2m —n.

In Teil a) hatten wir gesehen, dafl B(P, ) einen (2m—n, 2(n—m—1))-Baerkegel C'
enthélt. Der Kegel C' besteht aus 6, 4+ ¢*™ " 10p_p_oy/q > |B| — Oom—n\/q
Punkten. Die letzte Ungleichung folgt aus der Bedingung (3.3) fiir |B|. Daraus
folgt

|B(P,m)| > |C] > |B] =bam-nva = Omnva =Bl = |B(P,m)|.

Diese Eigenschaft iibertriagt sich auf jede Untermenge 7" von B.

Lemma 3.9 a) Die Menge B enthdilt mindestens 0, + /q - ¢ 0, 1 Punkte.

b) Sei U ein Unterraum der Codimension m + 1, der keinen Punkt aus B enthdlt.

Seien P; firv=1,2,...,0, 1 die Punkte von U und m,79,...,mp,_,._, Hy-
perebenen mit P; ¢ w;. Nach Lemma 3.8 a) enthilt die Menge B(P;, ;) einen
(2m — n,2(n — m — 1))-Baerkegel C;. Dann werden hochstens (0p—p—1 — 1) -
(O2m—n—1 - \/q) Punkte von B nicht auf diese Kegel projiziert, das heift

9n—m—1
> IB(PLmi) \ Cil < (Onomer — 1) - Ooni - /1.
=1

c) Sei P ein Punkt und m eine Hyperebene mit P ¢ B und P ¢ 7. Gilt n = 2m,

dann ist B(P, ) ein (0,n — 2)-Baerkegel.

Beweis: Wegen Resultat 2.15 und der Bedingung (3.3) gibt es einen Unterraum U

der Codimension m + 1, der keinen Punkt von B enthilt.

Wir betrachten die 6, ,, 1 Projektionen B(P;, ;) von B von einem Punkt P; von
U aus auf eine Hyperebene 7; nicht durch P;. Nach Lemma 3.8 a) enthilt B(P;, ;)
einen (2m — n,2(n —m — 1))-Baerkegel C;. Daher gilt

anmfl gnfmfl
Z |B(]Dz;7rz)| Z Z |Cz| Z enfmfl ) (9m + q2m7n+1\/§ ) 9n7m72)- (34)
=1 1=1
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Wir gehen wie im Beweis von Lemma 2.31 vor. Es gibt #,, Unterrdume der Co-
dimension m durch U. Jeder dieser Unterrdume enthélt mindestens einen Punkt
von B, weil B eine m-blockierende Menge ist. Enthélt ein solcher Unterraum ¢ 4 1
Punkte aus B, dann tragen diese Punkte hochstens ¢« (6,1 — 1) + 0,1 zu der
linken Seite von (3.4) bei. Also gilt

gnfmfl
enfmfl ’ 9m + (|B| - em) ’ (enfmfl - 1) Z Z |B(Ijza7rz)| (35)
i=1
Aus (3.4) und (3.5) ergibt sich
|B] > 0+ ¢*™ " \/q Onm 1 (3.6)

Dies ist Behauptung a).

Um den Teil b) zu beweisen, kann man die obere Grenze (3.3) fiir die Anzahl
der Punkte von B in die Abschitzung (3.5) einsetzen und die untere Schranke fiir
Zf;m‘l |C;| aus Gleichung (3.4) verwenden.

anmfl anmfl gnfmfl

Z |B(P;,mi) \ Ci| < Z |B(P;, ;)| — Z |Cil

i=1 i=1 i=1
< b1 + Om—1/ (O — 1)—
Ot (Om + ¢ " /GO0 —m—2)
(Om—1 = Onm1 _q2m—n) Va- (On-m1—1)
O2m—n—-1 Q0+ (Op—m-1 —1).

IA A

Sei P ein Punkt nicht aus B und 7 eine Hyperebene nicht durch P. Aus der oberen
Schranke (3.3) fiir | B| folgt |B(P, 7)| < 014011/ < 041 und wegen Resultat 2.15
gibt es einen (n —m — 2)-dimensionalen Unterraum U’ von 7, der keinen Punkt von
B(P, ) enthilt. Sei U := (U’, P), dann hat U die Codimension m+1 und U enthlt
keinen B-Punkt. Wir wenden den Teil b) auf U an. Fiir n = 2m gilt Gleichheit in
(3.6). Das bedeutet, daf fiir jeden Punkt P; € U die Menge B(P;, ;) ein (0,n — 2)-
Baerkegel ist. Insbesondere gilt dies fiir P € U und 7, und damit ist Teil ¢) bewiesen.

O

3.1.2 Beweis von Satz 3.1 im Fall n < 2m

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dafl die Dimension n des projektiven
Raumes kleiner als 2m ist. Zuerst wollen wir zeigen, dafl jeder Punkt von B auf
einem (2m — n)-dimensionalen Unterraum von B liegt. Das Hauptargument fiir
diese Aussage wird in Lemma 3.14 mit einem kombinatorischen Argument gezeigt.
In Lemma 3.15 wird dann noch nachgewiesen, daf} jeder Punkt von B in einem Un-
terraum liegt, auf den man dieses Lemma anwenden kann. Der nédchste Schritt ist
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dann, zu zeigen, daf sich je zwei dieser 2(m — n)-dimensionalen Unterrdume von B
in einem 2(m — n — 1)-dimensionalen Unterraum treffen.

Zuerst wird der Fall n = m + 1 in Lemma 3.19 betrachtet. In [8] wurde dies zuerst
gezeigt, indem indirekt bewiesen wurde, dafl es einen Punkt von B gibt, der auf
genau einem (2m — n)-dimensionalen Unterraum von B liegt. Betrachtet man nun
Hyperebenen durch diesen Punkt, so folgt recht leicht, da8 B der gesuchte (n— 3, 2)-
Baerkegel ist. Der Beweis konnte aber in [6] von Klaus Metsch und mir vereinfacht
werden, indem die Aussage auf geradenblockierende Mengen in einer Hyperebene
zuriickgefiihrt wird. Es wird also gezeigt, dafl es eine Hyperebene 7 gibt, deren
Schnitt mit B einen (n — 4, 2)-Baerkegel C' und insgesamt héchstens 6,_y + 0,3,/
Punkte enthélt. Die (2m — n)-dimensionalen Unterrdume von B treffen 7 in C' und
gehen daher alle durch die Spitze von C'. Betrachtet man nun noch eine Hyperebene
nicht durch die Spitze von C, so folgt, dafl der Schnitt von B mit dieser Hyper-
ebene einen (n — 4,2)-Baerkegel enthilt und damit B ein (n — 3, 2)-Baerkegel ist.
Als Induktionsanfang wird dabei das Resultat 3.2 iiber 2-blockierende Mengen in
PG(3,q), q eine Quadratzahl groer gleich 16 beziehungsweise Lemma 3.4 fiir ¢ = 9,
verwendet.

Dann wird fiir n > m+1 gezeigt, dafi sich je zwei (2m —n)-dimensionale Unterrdume
Uy und U; von B in einem (2m —n — 1)-dimensionalen Unterraum treffen. Die dabei
angewandte Technik ist neu und besteht darin, alle Projektionen von den Punkten
eines Unterraumes disjunkt zu B aus auf eine Hyperebene, die U; und U, enthélt,
zu betrachten. Aus der oberen Grenze fiir die Anzahl der projizierten Punkte folgt
dann, dafl U; und U, nur einen (2m — n + 1)-dimensionalen Unterraum erzeugen
konnen, und daraus die Behauptung. Gilt allerdings 4m — 3n > —1 so kann es sein,
da3 U; und U, den ganzen projektiven Raum P erzeugen und nicht in einer Hyper-
ebene liegen. Dieser Fall wird in Lemma 3.24 zum Widerspruch gefiihrt. Dann folgt
relativ leicht, dal B der gesuchte Baer Kegel ist. In den folgenden Lemmata werden
zuerst einige Abschidtzungen iiber Anzahlen von Punkten bewiesen. Lemma 3.10
und 3.11 gelten auch fiir n > 2m.

Lemma 3.10 Sei P ein Punkt aus B. Es gibt einen (n — m)-dimensionalen Un-
terraum F', der B nur in P trifft, und eine Hyperebene m durch F mit |t N B| <

emfl + 9m72\/a-

Beweis: Wegen Lemma 2.20 gibt es einen Tangentialraum F' durch P.

Wir zéhlen inzidente Paare (@, 7) von Punkten () und Hyperebenen 7 mit P # @ €
7N B und F' C . Durch F' gehen 6,y Hyperebenen und ein Punkt auflerhalb von
F liegt in 6, 5 dieser Hyperebenen.

Angenommen, jede Hyperebene durch F' enthilt aufler P noch mindestens 6, | +
Om—2+/q Weitere Punkte von B. Dann folgt mit der Bedingung (3.3) fiir |B|:

gm—l * (gm—l + 9m—2\/§) S (|B| - 1) * 9m—2 S (gm + gm—l q— 1) . 9m—2-
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Dies liefert (6, 1)*> < (0 — 1) - 02 = 0, 101 — 1), einen Widerspruch. O

Lemma 3.11 Sei U ein r-dimensionaler Unterraum von PG(n,q) und C ein (s,t)-
Baerkegel. Ist U nicht in C' enthalten, dann liegen in U \ C' mindestens q" — q’"‘l\/cj
Punkte.

Beweis: Treffen sich U und C, dann ist der Schnitt ein (s',#)-Baerkegel C’ mit
s+t'+1<r,t' >0und s’ <r—2, da U nicht in C enthalten ist. Nach Lemma 2.5
enthélt der Kegel C' am meisten Punkte, wenn ' = r — 2 und ¢’ = 1 sind. Dann
gilt [UNC| = 1|C"| = ¢"'\/q + 0,—1 und daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 3.12 a) Angenommen m ist eine Hyperebene, die einen (2m —n—2,2(n —
m))-Baerkegel C von B und insgesamt hichstens 0,1 + 0pp_2./q Punkte aus B
enthdlt.

Dann liegt jeder (2m — n — 1)-dimensionale Unterraum E von BN 7 in C.

b) Angenommen eine Cogerade o mit |cNB| < 0, o+ 0, 3./q enthdlt einen (2m —
n—2,2(n—m — 1))-Baerkegel C' aus B.
Dann liegt jeder (2m — n — 1)-dimensionale Unterraum E von BN o in C.

Beweis: Aufler den Punkten von C' enthélt die Menge 7 N B beziehungsweise 0 N B
héchstens noch 6y, ,—2,/q Punkte. Da q¢ > 9 ist, gilt 03p,—p2,/q < g?mn-t —
¢*™"%,/q und die Behauptung folgt aus Lemma 3.11. O

Lemma 3.13 Sei o eine Cogerade, die einen (2m —n — 2,2(n —m — 1))-Baerkegel
aus B enthdlt, mit |0 N B| < 05,9 4 0py—3./q. Sei 7 eine Hyperebene durch o, die
einen (2m —n — 2,2(n — m))-Baerkegel C' von B enthdlt.

Dann enthilt (7 \ o) N B mindestens ¢™~" + ¢™~%,/q Punkte.

Beweis: Wir zeigen, dal o den Kegel C in héchstens 0,2 + ¢ " 10, _pm—o - Va
Punkten trifft.

Da o eine Hyperebene von 7 ist, muf} fiir den Schnitt von o und C' eine der folgenden
Aussagen zutreffen:

a) Die Spitze von C' ist in o enthalten.

(i) Die Basis von C' trifft ¢ in einem (2(n —m) — 1)-dimensionalen Baerunter-
raum:
Dieser Fall kann nicht auftreten, da ein (2m—n—2,2(n—m) —1)-Baerkegel
aus 0, o + q2m_”_19n,m,1\/§ Punkten besteht. Daher gilt |C' N o| >
|IBNo|+ (¢™? = 0am-—n-2),/q, ein Widerspruch.
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(ii) Die Basis von C' trifft o in einem (2(n — m) — 2)-dimensionalen Baerunter-
raum.
In diesem Fall trifft der Kegel C die Cogerade o in den
Om—2 + ¢*™ " 0y - \/q Punkten eines (2m —n — 2,2(n — m — 1))-
Baerkegels.

b) Die Spitze von C' trifft o in einem (2m — n — 3)-dimensionalen Unterraum.
Dann trifft 0 den Kegel C' in einem (2m — n — 3,2(n — m))-Baerkegel. Dieser
Kegel enthilt

0NC| = 0o+ " "% Opm1 -V

Punkte. Die Menge BNo enthélt einen (2m —n —2,2(n —m) — 2)-Baerkegel und
daher einen (2m—n—1)-dimensionalen Unterraum U. Dieser Unterraum U gehort
nicht zu CNo und aus Lemma 3.11 folgt, da U mindestens ¢*"~"~'—, /g-¢*"~ ">
Punkte auflerhalb C' enthilt. Daraus folgt

lonC|+|U\C|<|onN B|
0m72 4 q2mfnf2 X enfmfl X \/a_|_ q2mfn71 - \/a X q2mfn72 S |0_ N B|
0m72 + q2m_n_1 : 9n7m72 ) \/a + q2m_n_1 S |0' N B|

Aber dies ist ein Widerspruch zu |0 N B| < 0,5 + 03 - /7.

Lemma 3.14 Sei o eine Cogerade, die einen (2m —n — 2,2(n —m — 1))-Baerkegel
C aus B enthdlt, mit

|0' N B| S 9m72 + 9m73\/a- (37)

Sei E ein (2m—n—1)-dimensionaler Unterraum von C. Dann gibt es einen (2m—n)-
dimensionalen Unterraum von B durch E.

Beweis: Angenommen, es gibt keinen (2m — n)-dimensionalen Unterraum von B
durch E. Wir wollen dies in mehreren Schritten zu einem Widerspruch fiihren.

1) Angenommen eine Hyperebene m durch o enthdlt hochstens 0,140y, _2./q Punkte
von B. Dann enthdlt m N B einen (2m —n — 2,2(n — m))-Baerkegel:
Nach Lemma 3.6 b) enthilt die Menge m N B einen (¢,2(m — 2 — t))-Baerkegel
fiir eine ganze Zahl ¢t mit 2m —n—2 <t <m—2,da B jeden (n—1—(m —1))-
dimensionalen Unterraum von 7 trifft, 7N B also eine (m—1)-blockierende Menge
von 7 ist. Die in C' enthaltenen Unterrdume haben die Dimension kleiner gleich
2m — n — 1. Ein B-Unterraum der Dimension gréfler gleich 2m — n, der in o
liegt, kann also nicht in C enthalten sein und liefert nach Lemma 3.11 zu viele
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B-Punkte von o\ C, da in o\ C hichstens 0y, _,_2./q Punkte liegen. Also enthilt
B N o keinen Unterraum mit einer Dimension grofler als 2m — n — 1 und damit
enthélt BN keinen Unterraum mit einer grofferen Dimension als 2m —n. Daher
kann ¢ hochstens gleich 2m — n — 1 sein.

Angenommen es gilt t = 2m — n — 1, das heifit 7 N B enthélt einen (2m — n —
1,2(n —m — 1))-Baerkegel C".

Aus Lemma 3.12 b) folgt, daB8 jeder (2m —n—1)-dimensionale Unterraum von oN
B in C liegt. Daher ist C'No = C und jeder (2m—n—1)-dimensionale Unterraum
von ¢ N B in einem (2m — n)-dimensionalen Unterraum von C” enthalten. Aber
dies ist ein Widerspruch, da wir angenommen hatten, daf} es keinen (2m — n)-
dimensionalen Unterraum von B durch E gibt.

Also ist t gleich 2m —n — 2, womit die Behauptung fiir diesen Schritt gezeigt ist.

Ist ™ eine Hyperebene durch o, dann enthdlt = \ o mindestens ¢™ ! + qm’Z\/ﬁ
Punkte von B:

Wir nehmen an, daB |(7\ o) N B| < ¢ ' +¢™ %, /q ist. Aus (3.7) folgt [x N B| <
Orn—1 + Om—2,/q. Schritt 1) zeigt, da8 7 N B eine (2m —n — 2, 2(n —m))-Baerkegel
C'" enthilt. Mit Lemma 3.13 folgt die Behauptung.

Keine Hyperebene durch o enthdlt mehr als 0,1 + 0p—2./q Punkte von B:
Angenommen, eine Hyperebene 7 durch o enthélt mehr als 6,,,_1+6,,_>,/q Punkte
von B.

. | B\ R MY | m—2
Aus der Bedingung (3.3) folgt o < . = q¢" " 4+ ¢™*/q und daher
gibt es mindestens eine Hyperebene durch o, die weniger als ¢™ ' + ¢™ 2,/q

Punkte von B aufierhalb o enthélt. Dies ist ein Widerspruch zu Schritt 2).

Ist m eine Hyperebene durch o, dann enthdlt # N\ B einen (2m —n —2,2(n —m))-
Baerkegel C" und es gilt (BN )\ C'| < O2—n—2/4:

Nach Schritt 3) enthélt die Menge m N B héchstens 6,1 + 0,,,_2/q Punkte und
damit nach Schritt 1) einen (2m — n — 2,2(n — m))-Baerkegel C'. Die obere
Abschétzung fiir die Anzahl der B-Punkte in 7\ C’ folgt aus der oberen Grenze
fiir die Anzahl der B-Punkte in 7 und der Méchtigkeit von C".

Sei F* der von C aufgespannte (n — 3)-dimensionale Unterraum. Wir kénnen
die Cogeraden durch F* in zwei disjunkte Klassen, grofie und kleine Cogeraden
einteilen. Dabei ist o eine kleine Cogerade:

Jede Cogerade o* durch F™* liegt in einer Hyperebene 7* durch o. Wegen
Schritt 4) enthélt 7* N B einen (2m —n — 2, 2(n —m))-Baerkegel C*. Wir nennen
eine Cogerade o* durch F* groff, wenn sie den Kegel C* in einem (2m — n —
2,2(n — m) — 1)-Baerkegel trifft. Die Cogerade o* heifit klein, wenn o* N C* ein
(2m—n—2,2(n—m)—2)-Baerkegel ist. Eine grofie Cogerade enthilt mindestens
¢™?,/q Punkte mehr als ein (2m—n—2, 2(n—m)—2)-Baerkegel. Nach Schritt 4)
gibt es héchstens 6y,,—,,—2,/q Punkte in (7*NB)\ C*. Wegen der Bedingung (3.2)
ist diese Anzahl kleiner als qm*2\/c_]. Es reicht also, die Anzahl der B-Punkte in
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einer Cogeraden durch F* zu kennen, um zu bestimmen, ob diese Cogerade grofs
oder klein ist. Aus (3.7) folgt, dal o eine kleine Cogerade ist.

Enthidlt eine Hyperebene 7" durch F* eine kleine Cogerade o' durch F*, dann
liegen \/q + 1 grofie und q — \/q kleine Cogeraden durch F* in 7":

Ist o’ gleich o, dann enthélt 7”7 N B nach Schritt 4) einen (2m —n —2,2(n —m))-
Baerkegel. Wir kénnen nach Schritt 5) die Cogeraden durch F* in zwei Klassen
einteilen. Von den Cogeraden durch F™* treffen /g + 1 diesen Kegel in einem
(2m —n — 2,2(n — m) — 1)-Baerkegel und sind also eine grofle Cogerade. Die
restlichen ¢ — /g Cogeraden von " durch F* treffen den Kegel in einem (2m —
n — 2,2(n —m — 2))-Baerkegel und sind eine kleine Cogerade.

Sei nun ¢’ ungleich o. Dann enthélt die Hyperebene 7 := (0’, o) nach Schritt 4)
hochstens s := 03,,_,,—2,/q Punkte von B auflerhalb des in 7 N B enthaltenen
(2m —n — 2,2(n —m))-Baerkegels C". Dieser Kegel trifft o’ in einem (2m —n —
2,2(n — m) — 2)-Baerkegel und daher gilt

|0J N B| S 9m—2 + q2m_n_1\/agn—m—2 + s S 9m—2 + 9m—3\/a-

Wir konnen also auf ¢’ die gleichen Argumente wie auf o anwenden, da ¢'N B den
Kegel C' und insgesamt hochstens 6, 5 + 6,,,_3,/q Punkte enthélt. Daher folgt
aus Schritt 4), dal 7" einen (2m —n —2,2(n —m))-Baerkegel von B enthélt. Von
den Cogeraden durch F* treffen /g + 1 diesen Kegel in einer grofien Cogeraden
und ¢ — /q in einer kleinen Cogeraden.

Der Widerspruch:

Wir zéhlen die Anzahl b von groffen Cogeraden durch F* auf zwei Arten:

Jede Hyperebene durch o enthélt nach Schritt 6) genau /g+1 grofie Cogeraden.
Daher gibt es b = (¢ + 1) - (/g + 1) grofe Cogeraden.

Jetzt zdhlen wir die groflen Cogeraden in den Hyperebenen durch eine grofle
Cogerade ¢” durch F*. Sei ¢ die Anzahl der Hyperebenen durch ¢”, in denen
mindestens eine kleine Cogerade durch F* liegt, und sei d die Anzahl der Hyper-
ebenen durch ¢”, die keine kleine Cogerade und damit ¢ + 1 grofle Cogeraden
durch F* enthalten. Alle Hyperebenen enthalten entweder eine kleine Cogerade
oder nicht und daher gilt ¢ +d = ¢+ 1. Aus Schritt 6) folgt

1
Vi1

Aber wegen ¢ # 4 ist dies ein Widerspruch, da ¢ keine ganze Zahl ist. OJ

cvg+dg+1l=b=c=q—

Lemma 3.15 Jeder B-Punkt liegt auf mindestens einem (2m — n)-dimensionalen

Unterraum von B.

Beweis: Sei P ein Punkt von B. Nach Lemma 3.10 gibt es einen (n — m)-

dimensionalen Tangentialraum F' mit F' N B = {P} und eine Hyperebene 7 durch
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F, die hochstens 6,y + 0,,,_2,/q Punkte von B enthélt. Da 7 N B eine (m — 1)-
blockierende Menge von 7 und |7NB| < 6,,, 1 +0,, 2./q ist, zeigt Lemma 3.6 b), dafl
mNB einen (t,2(m—2—t))-Baerkegel fiir eine ganze Zahl ¢t mit 2m—n—2 <t < m—2
enthélt. Als einziger Punkt von B auf F' gehort P zu dem Kegel in 7N B. Ist ¢
groBer als 2m —n — 2, dann haben wir einen (2m — n)-dimensionalen B-Unterraum
durch P gefunden, da der Kegel die Vereinigung (¢ + 1)-dimensionaler Unterrdume
ist.
Angenommen ¢ ist gleich 2m —n —2, das heifit 7N B enthilt einen (2m—n—2,2(n—
m))-Baerkegel C. Aus [TNB| < 0,1 +0p,_2./q folgt, daB [(rNB)\C| < Oyp—pn—21/7q
ist. Daher enthilt eine Cogerade o durch P, die C' in einem (2m—n—2,2(n—m)—2)-
Baerkegel C" := C' N o trifft, héchstens 0y, —2,/q Punkte von B\ C'. Sei E ein
(2m — n — 1)-dimensionaler Unterraum von C’ durch P. Nach Lemma 3.14 gibt es
einen (2m — n)-dimensionalen B-Unterraum durch E. Dieser enthilt dann auch P.
U

3.1.2.1 Der Falln=m-+1

In den folgenden Lemmata nehmen wir n = m+1 an. Dann ist B also eine minimale
geradenblockierende Menge, die keine Hyperebene enthilt. Wir wollen zeigen, daf§
B ein (n — 3, 2)-Baerkegel ist.

Lemma 3.16 Sei 7 eine Hyperebene von P.
a) Es gilt [t N B| < 0, - (14 /q).

b) Gilt |7 N B| < Oy + 0,_3\/q, dann enthdlt 7 N B eine Cogerade oder einen
(n — 4,2)-Baerkegel.

¢) Die Menge m N B enthdlt hichstens \/q + 2 Cogeraden.

Beweis: Die Aussage a) folgt aus Lemma 3.7 und Aussage b) aus Lemma 3.6 Teil b),
indem man n — 1 fiir m einsetzt. Angenommen 7N B enthélt ¢+ 1 Cogeraden. Diese
iiberdecken nach Lemma 2.22 mindestens

¢ q" 4 Oy — <;> ¢ (3.8)
Punkte. Fiir ¢ = ,/q + 2 folgt aus (3.8)
+ 2
TN B> (Va+2)¢" 4 s~ (ﬂz ) k

_ 5 . 3.
an 2\/a_|_§qn 2_§qn 3\/64_07174-

Diese Anzahl ist wegen ¢ # 4 gréer als 6,_5 - (1 + ,/q) im Widerspruch zu Teil a).
0
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Lemma 3.17 Eine Cogerade von B trifft weniger als q + 2./q andere Cogeraden
von B in einer Coebene.

Beweis: Sei U eine Cogerade von B. Seien 7,1, ..., T, die Hyperebenen durch U
und ¢; die Anzahl der in 7; enthaltenen Cogeraden von B ungleich U. In 7; \ U sind

mindestens ¢; - ¢" 2 — () - ¢"* Punkte von B enthalten. Damit folgt

q
& n—
a2+ (cig" = (2) ") < |B| (3.9)
i=0

Seic:=3Y !  ¢;. Nach Lemma 3.16, Teil ¢), gilt ¢; < \/g+1 fiirallei € {0,1,...,¢}.

Damit folgt
q q q
& ci(c; — 1) Civa /g

Setzt man dies in die Ungleichung (3.9) ein, so ergibt sich
q
Vi) < B,
Aus der oberen Schranke (3.3) fiir | B| folgt, daf§ ¢ kleiner als ¢ + 2,/g sein muf}. [

On_o+cq" (g —

Lemma 3.18 Es gibt eine Hyperebene, die einen (n—4,2)-Baerkegel und héchstens
On—2 + 0n_3\/q Punkte von B enthilt.

Beweis: Angenommen, es gibt keine solche Hyperebene. Aus Lemma 3.16, Teil b)
folgt dann, dafl jede Hyperebene, die B in hichstens 6,,_5 + 6,_3./q Punkten trifft,
eine Cogerade von B enthilt. Nach Lemma 3.10 gibt es eine Hyperebene 7, die
héchstens 6,3 +60,,_3,/q Punkte von B enthilt. Also liegt eine Cogerade o in mN B.
Sei S eine Coebene von 0. Wir wollen zeigen, daf} es eine B-Cogerade ungleich o
durch S gibt. Sei ¢ := |B N (7 \ 0)|. Nach Konstruktion gilt ¢ < 6,_3,/g. In 7
gibt es ¢ Cogeraden ungleich ¢ durch S. Sei F' eine Cogerade von 7 durch S, die
die minimale Anzahl von B-Punkten enthilt. Dann gilt |[F N B| < 6, 3+ ¢/q. In
B\ 7 gibt es nach (3.3) noch hichstens ¢"~' + 6,,_5,/¢ — ¢ Punkte. Also gibt es

an—1+91;2 q—CJ

eine Hyperebene 7’ ungleich m durch F', die héchstens Punkte von

B auflerhalb F' und insgesamt hochstens LWJ +|FNB| < 0ps+0,-3/q
Punkte von B enthélt. Also enthélt 7' N B eine Cogerade ¢'. Diese trifft 7 in S, da
mNm=Fund |(F\S)NB|<c¢/q< 0, 3,/q/q <q"? ist.

Also liegt jede Coebene von ¢ in noch einer anderen Cogeraden von B und, da es
0,,_» Coebenen in ¢ gibt, treffen mindestens 6,, 5 Cogeraden von B die Hyperebene
7 in einer Coebenen. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 3.17. 0
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Lemma 3.19 Die Menge B ist ein (n — 3, 2)-Baerkegel.

Beweis: Nach Lemma 3.18 gibt es eine Hyperebene 7, die B in hiéchstens 6, 5 +
On—3/q Punkten trifft und einen (n — 4,2)-Baerkegel C' aus B enthélt. Sei V die
Spitze von C' und V eine Ebene von 7 disjunkt zu V. Jeder Punkt von B liegt
nach Lemma 3.15 auf einer Cogeraden aus B. Angenommen es gibt eine Cogerade
o aus B, die 7 nicht in einer Coebenen von C' trifft. Nach Lemma 3.11 enthilt
o N (7 \ C) mindestens ¢"~* — ¢"~*, /g Punkte. Aber dies ist ein Widerspruch zu
|1BN(7m\ C)| < 0h_4y/q. Also gilt 7N B = C, die Cogeraden von B treffen 7 in
einem (n — 3)-dimensionalen Unterraum von C' und gehen alle durch V und BNV
ist eine Baerunterebene.

Wir wollen zeigen, daf} es einen (n — 3)-dimensionalen Raum Z durch V' gibt, der in
allen B-Cogeraden liegt. Dann kann der Beweis wie folgt abgeschlossen werden: Da
jeder B-Punkt von V auf einer Cogeraden von B liegt und alle B-Cogeraden durch
Z gehen, enthélt B dann den (n — 3,2)-Baerkegel mit der Spitze Z und der Basis
BNV. Aus der Minimalitit von B folgt dann, dal B gleich diesem Kegel ist und
damit Behauptung.

Sei ¢’ ein (n — 2)-dimensionaler Unterraum von 7, der V' nicht enthélt. Dann
ist o' N B ein (n — 5,2)-Baerkegel C*, der 0,_5 + ¢" *,/q Punkte enthélt. Sei
7' # 7 eine Hyperebene durch ¢, die die von den Hyperebenen ungleich 7 durch o’
minimale Anzahl von B-Punkten enthélt. Wegen der Bedingung (3.3) gilt |B\ 7| <
"'+ (¢"* + 0,_4),/q. Damit folgt

qn71+(qn72+9n_4)\/6
q

B\l | | = s

und [BN7'| < 6,_5+0,_3,/q. Die Hyperebene 7' kann keine B-Cogerade enthalten,
da alle B-Cogeraden durch V' gehen und V nicht in 7’ enthalten ist. Also enthilt
7' N B nach Lemma 3.16, Teil b) einen (n — 4, 2)-Baerkegel C'. Wie fiir 7 folgt fiir
7', dal 7' N B = C' und daB alle B-Cogeraden die Spitze V' von C’ enthalten. Also
enthalten alle B-Cogeraden den Unterraum Z := (V,V'). Dies schliefit den Beweis
ab. 0

3.1.2.2 Der Fall m+1<n<2m

Sei nun die Dimension n des projektiven Raumes gréfer als m + 1. Wir wollen zei-
gen, daf B einen (2m —n — 1,2(n — m))-Baerkegel enthilt. Nach Lemma 3.15 liegt
jeder Punkt von B auf einem (2m —n)-dimensionalen Unterraum von B. Die Haupt-
schwierigkeit besteht darin, zu zeigen, daf sich je zwei dieser (2m —n)-dimensionalen
Unterrdume von B in einem 2(m —n — 1)-dimensionalen Unterraum schneiden. Dies
wird in Lemma 3.24 nachgewiesen.
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Lemma 3.20 Die Menge B enthdlt keinen (2m —n + 2)-dimensionalen Unterraum.

Beweis: Angenommen, es gibt einen (2m — n + 2)-dimensionalen Unterraum U in
B.

Sei m eine Hyperebene durch U und P ein Punkt auflerhalb von B U w. Nach
Lemma 3.8 a) enthélt die Menge B(P, 1) einen (2m — n,2(n — m — 1))-Baerkegel
C. Es gilt |C| =60, + q2m—n+1\/§ B —m—2. Wegen Lemma 3.11 liegen mindestens
?" "t — gt /g Punkte von U in B(P,m) \ C. Dies liefert aber wegen ¢ # 4
einen Widerspruch zu der oberen Grenze (3.3) fiir |B|:

|B| > [B(P,m)| > |O] + ¢*™ "2 — g*™ " /g
= o/ 2 ¢ = PG,

Lemma 3.21 o) Sei U ein (2m—n+2)-dimensionaler Unterraum, der einen (2m—
n)-dimensionalen Unterraum von B enthdlt.
Dann gibt es einen Unterraum F' der Codimension m + 1 disjunkt zu B UU.

b) Sei m eine Hyperebene. Es gibt einen Unterraum F der Codimension m + 1
disjunkt zu B, der nicht in m enthalten ist.

Beweis: Aus der Bedingung (3.3) folgt |B| < 6,,,4+1. Nach Resultat 2.15 gibt es also
einen Unterraum F' der Codimension m + 1, in dem kein Punkt von B liegt.

a) Da B jede Ebene von U trifft, hat F' N U hochstens die Dimension 1. Ist F’
disjunkt zu U, dann ist nichts zu zeigen.
Fall i) F' NU ist ein Punkt: Sei F" ein (n — m — 2)-dimensionaler Unterraum
von F’, der U nicht trifft. Es gibt 0,11 — 02,,_n4+2 Unterrdume der Codimension
m + 1 durch F" disjunkt zu U. Diese Anzahl ist nach (3.3) groler als |B| und
wir kénnen einen dieser Unterrdume, der einen leeren Schnitt mit B hat, als F
auswihlen.
Fall ii) F'NU ist eine Gerade: Sei F'" ein (n —m — 3)-dimensionaler Unterraum
von F' disjunkt zu U. Da es 0,19 — 02, ni2 > |B| Unterrdume der Codimension
m~+2 durch F" disjunkt zu U gibt, trifft mindestens ein (n—m—2)-dimensionaler
Unterraum F" durch F"" nicht BUU. Wie in Fall i) finden wir einen Unterraum
F der Codimension m + 1 durch F” disjunkt zu BUU.

b) Ist F' nicht in m enthalten, dann sind wir fertig.
Angenommen F” ist in 7 enthalten. Sei F" ein (n — m — 2)-dimensionaler Un-
terraum von F'. Wir betrachten die ¢™*' verschiedenen Unterriume der Co-
dimension (m + 1) durch F”, die nicht in 7 enthalten sind. Wegen (3.3) gilt
|B| < ¢™*!. Daher ist mindestens einer dieser Unterriume disjunkt zu B und
wir wihlen diesen als F'. 0J
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Lemma 3.22 Seien E; und Ey zwei verschiedene (2m — n)-dimensionale Unterrdu-
me von B. Dann ist die Dimension von E1NFEy gleich 4m—3n oder gleich 2m—n—1.

Beweis: Wir nehmen an, dafl die Dimension von E; N Ey grofler als 4m — 3n ist,
und wollen zeigen, daf} sie dann gleich 2m — n ist.

Angenommen, die Dimension von E; N FEy ist kleiner als 2m — n — 1. Sei U das
Erzeugnis von F; und E;. Wir unterscheiden zwei Félle:

a) Hier nehmen wir an, daf§ die Dimension von E; N FE5 gleich 2m —n — 2 und damit
dim(U) = 2m — n + 2 ist:
Nach Lemma 3.21 a) gibt es einen Unterraum F' der Codimension m+ 1 disjunkt
zu BUU. Seien P;, i =1,2,...,0, ,, 1, die Punkte von F' und fiir einen Punkt
P; sei m; eine Hyperebene nicht durch P;, die durch U geht. Wegen Lemma 3.8 a)
enthéilt die Menge B(P;, ;) der projizierten Punkte einen (2m —n, 2(n—m—1))-
Baerkegel C;. Gehort einer der Unterrdume F; oder Fs nicht zu C;, dann enthéilt
dieser Unterraum nach Lemma 3.11 mindestens s := ¢>™™" — qu_”_l\/cj Punkte
von B(P;,m;)\ C; . Aus Lemma 3.9 b) folgt

9n—m—1
> B )\ Cil < (Onemet — 1) - Oanr - /7 =2 S.
=1

Wegen
S < (qnfm72\/a_|_ 3qnfm72) .S

liegen By und FE, in mindestens 6, ,,_1 — (¢" " 2/q + 3¢" ™ ?) Kegeln C;.
Gehoren E; und F5 zu C;, dann kann weder E; noch FE, die Spitze V; von C;
sein, da sonst die Dimension von E; N Ey im Widerspruch zu unserer Annahme
groBer gleich (2m — n — 1) wire. Daher haben E] := Ey NV und E), = E, NV
die Dimension 2m —n — 1. Da dim(E; N Ey) = 2m — n — 2 gilt, liegt die Spitze
Vi =(E}, E}) in U. Sei ()1 ein Punkt von E; \ F} und Q5 ein Punkt von F, \ EY.
Die Gerade QQ)5 trifft C; in einer Baer Untergeraden und zusammen mit V;
erzeugt jeder Punkt von C;N Q@2 einen (2m —n + 1)-dimensionalen Unterraum
von C; NU. Daher trifft U den Kegel C; in ¢*™ "'\ /q + 03,—n41 Punkten.
Sei t := |U N B|. Wir zéhlen die B-Punkte in den (2m — n + 3)-dimensionalen
Unterrdumen durch U, die von U und einem Punkt P; von F' erzeugt werden, so
daf3 beide Unterrdume F; und E5 zu C; gehoren:

Ot — ("G +3¢""2) - (™" NG + Oonga — £) +E < |B.
(3.10)

Nach Lemma 3.20 gibt es einen Punkt von U, der nicht in B enthalten ist. Pro-
jizieren wir B von diesem Punkt aus auf eine Hyperebene nicht durch diesen
Punkt, dann werden die B-Punkte von U auf hochstens 6y, , 1 Punkte abge-
bildet und aus Lemma 3.8 b) folgt, daf ¢t < 0y, ;41 + 02m-n+/q- Zusammen mit
Gleichung (3.10) folgt ein Widerspruch zu der Bedingung (3.3) fiir |B).
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b) Die Dimension von F; N Fj ist hochstens 2m — n — 3:
Nach Voraussetzung gilt dim(E, N Ey) > 4m — 3n. Die Dimension von (Ej, Ey)
ist gleich 4m — 2n — dim (£, N Ey) < 4m — 2n — (4m — 3n) = n. Daher liegen E
und F5 in einer Hyperebene m. Nach Lemma 3.21 b) gibt es einen Unterraum
F' der Codimension m + 1, der nicht in 7 enthalten ist und B nicht trifft. Sei
P ein Punkt von F'\ 7. Nach Lemma 3.8 a) enthélt die Menge B(P,7) einen
(2m—n, 2(n—m—1))-Baerkegel C. Die Unterrdume E; und E, liegen in B(P, 7).
Da C ein (2m — n,2(n — m — 1))-Baerkegel ist, treffen sich je zwei (2m — n)-
dimensionale Unterrdume von C'in einem Unterraum der Dimension grofier gleich
2m—n—2. Da die Dimension von E| N Es héchstens gleich 2m —n — 3 ist, enthélt
der Kegel C' nicht beide Unterrdume F; und FE,. Nach Lemma 3.11 ist daher
|B(P,m)\ C| > ¢™ " — ¢*™ "1, /g. Daes ¢"~™' Punkte P in F'\ 7 gibt, folgt

AP =G < Onem — 1) O 1V/G

aus Lemma 3.9 b), Widerspruch.

Lemma 3.23 Fin Unterraum, der in B liegt, hat héchstens die Dimension 2m —n.

Beweis: Angenommen, es gibt einen (2m—n+1)-dimensionalen Unterraum U in B.
Wegen Resultat 2.15 und da nach Bedingung (3.2) die Dimension n grofer als m+ 1
ist, gibt es einen Punkt P in B\ U. Nach Lemma 3.15 geht mindestens ein (2m —n)-
dimensionaler B-Unterraum U’ durch P. Aus der Dimensionsformel folgt, dafi die
Dimension von U' NU grofler als 4m — 3n ist. Daher trifft der Unterraum U’ nach
Lemma 3.22 jeden (2m — n)-dimensionalen Unterraum von U durch UNU’ in einem
(2m —n — 1)-dimensionalen Unterraum. Also ist dim(U'NU) =2m —n—1. Sei U”
ein (2m — n)-dimensionaler Unterraum von U, der U N U’ in einem (2m — n — 2)-
dimensionalen Unterraum schneidet. Wegen Bedingung (3.2) gilt 2m —n — 2 >
4m — 3n. Aus dim(U' NU") = 2m — n — 2 folgt mit Lemma 3.22 ein Widerspruch.

U

Lemma 3.24 Seien E, und Ey zwei (2m — n)-dimensionale Unterrdume von B.
Dann schneiden sich Ey und E, in einem (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum.

Beweis: Gilt 4m — 3n < —1, dann folgt die Behauptung aus Lemma 3.22, da
dim(E) N Ey) = 4m — 3n nicht moglich ist.

Sei also ab jetzt 4m—3n > —1. Wir wollen zeigen, da§ B einen (2m—n—2,2(n—m))-
Baerkegel C'in einer Hyperebene 7’ mit |[7'NB| < 6, 1+60,, 2,/q enthilt. Haben wir
so eine Hyperebene 7’ gefunden, dann folgt aus Lemma 3.12 a), da8 E; und E, die
Hyperebene 7' in mindestens einem (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum von C
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schneiden. Daher enthalten F; und E, die Spitze von C und es gilt dim(F; N Ey) >
2m —n — 2 > 4m — 3n wegen der Bedingung (3.2). Aus Lemma 3.22 folgt dann die

Behauptung.

Angenommen, B enthélt keinen (2m — n — 2,2(n — m))-Baerkegel, der in einer
Hyperebene mit hochstens 6,1 + 6,,_2,/q¢ Punkten von B liegt. Wir fiihren dies in

mehreren Schritten zu einem Widerspruch:

1)

3)

FEine Hyperebene w, die B in héchstens 01 + Om_o\/q Punkten trifft, enthdlt
einen (2m —n — 1,2(n —m — 1))-Baerkegel von B:

Die Menge 7 N B ist eine (m — 1)-blockierende Menge von 7. Daher enthilt
sie nach Lemma 3.6 b) einen (¢,2 - (m — ¢t — 2))-Baerkegel fiir eine ganze Zahl ¢
mit 2m —n —2 < ¢t < m — 2. Aus Lemma 3.23 folgt, daB§ kein (2m — n + 1)-
dimensionaler Unterraum in B enthalten ist. Deshalb ist ¢ gleich 2m —n —2 oder
gleich 2m —n — 1. Aber nach unserer Annahme am Anfang des Beweises enthilt
B keinen (2m — n — 2,2(n — m))-Baerkegel in einer Hyperebene mit hochstens
Om—1 + Om_2/q Punkten von B. Also gilt £ = 2m — n — 1 und damit folgt die
Behauptung.

Es gibt eine Hyperebene w, die einen (2m —n — 1,2(n — m — 1))-Baerkegel C
enthdlt und § := |7 N B| — |C| < Oy —n—1/q erfillt:

Nach Lemma 3.10 gibt es eine Hyperebene 7, die B in héchstens 0,1 + 65,2,/
Punkten trifft. Wegen Schritt 1) enthélt die Menge m N B einen (2m — n —
1,2(n —m — 1))-Baerkegel C. Wir nennen die Punkte von B N 7 aufierhalb C
extra-Punkte. Die obere Grenze fiir die Anzahl ¢ der ezrtra-Punkte kann aus
der Obergrenze fiir die Anzahl der B-Punkte in 7 und der Méachtigkeit von C'
(vergleiche Lemma 2.5) berechnet werden.

Sei V' die Spitze von C. Es gibt einen (2(n —m — 1))-dimensionalen Unterraum
V won (C) disjunkt zu V., der keinen extra-Punkt enthdlt:

Wir kénnen Lemma 2.24 auf (C') anwenden und damit die Anzahl der Unterrdume
U von (C) mit VNU =0 und (V,U) = (C) bestimmen, wobei mit den Bezeich-
nungen dieses Lemmas d :=n — 2, W :=V und der Schnitt L = W N U leer sei.
Daher gibt es S := ¢®m~")-n=2m=1) Unterriume U der Dimension 2(n —m — 1)
disjunkt zu V in (C). Sei P ein Punkt aufierhalb von V. Aus Lemma 2.24 mit
W :=(V,P) und L := {P} folgt, daB jeder extra-Punkt in s := ¢(?m—")-(2n=2m=2)
dieser Unterrdume von (C) liegt. Da S grofler als ¢ - s ist, folgt die Behauptung.

FEs gibt eine Cogerade o inw so, daff oNC' ein (2m—n—2,2(n—m—1))-Baerkegel
ist und o héchstens §/q extra-Punkte enthilt:

Beachte dim((C')) = n — 2. Sei §; die Anzahl der extra-Punkte in (C') und d;
die Anzahl der extra-Punkte in 7\ (C'). Dann gilt § = 01 + do. Wir betrachten
die Coebenen durch V, die V in einem (2m — n — 2)-dimensionalen Unterraum
treffen. Es gibt 05, , 1 solcher Coebenen und ein eztra-Punkte von (C) liegt in
Oopp—n—o dieser Coebenen. Daher enthilt mindestens eine Coebene E von diesen
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hochstens 07 /q extra-Punkte. Durch E gehen g Cogeraden, die C' nur in Punkten
von F treffen. Daher enthilt mindestens eine dieser Cogeraden hochstens d3/q
extra-Punkte auflerhalb E. Diese Cogerade erfiillt die Bedingungen fiir o.

FEs gibt eine Hyperebene ' # 7 so, daff 7' NC ein 2m —n —2,2(n —m — 1))-
Baerkegel ist und |7' N B| < 0,1 + O _2./q ist:

Wir betrachten die Hyperebenen ungleich = durch die Cogerade o aus Schritt 4).
AuBerhalb von 7 gibt es wegen der oberen Grenze (3.3) fiir |B| hochstens ¢ :=
q" + qm’l\/c_] + 62m-—n-14/q — 6 Punkte von B. Daher gibt es mindestens eine
Hyperebene 7’ durch o, die hiochstens ¢/q Punkte von B auflerhalb o enthilt
und damit |7’ N B| < ¢/q + |o N B| erfiillt. Aus Schritt 4) folgt, dafl |7’ N B| <
Om—1+0m—2./q ist. Die Hyperebene 7’ trifft (C') in o und damit ist 7’'NC = oNC
ein (2m —n — 2,2(n — m — 1))-Baerkegel.

Die Menge ' N B enthdalt einen (2m —n —1,2(n —m — 1))-Baerkegel C":
Dies folgt aus Schritt 1).

Der Kegel C" enthdlt mindestens einen (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum
von C N’

Angenommen, der Kegel C’ enthilt keinen (2m—n—1)-dimensionalen Unterraum
von C'N7'. Nach Lemma 3.11 liefert jeder (2m —n — 1)-dimensionale Unterraum
von C'N 7' mindestens ¢*™~"~! — ¢*" "2 fg = ¢*™""*(q¢ — \/q) =: s Punkte
von (7' N B) \ C'. Hochstens 6yy,,_,—2 =: t dieser Punkte sind in der Spitze von
C N7’ enthalten. Der Kegel C N7’ enthélt 6,1 + 0p_n—2/q =:  Unterrdume
der Dimension 2m — n — 1, die sich paarweise in der Spitze treffen. Wegen
7' N B| < 01 + 0124/ folgt mit Lemma 2.5, daf |(7' N B) \ C'| < Oam—n—1,/q
und damit

(s=t)-r+t<|(@NB)\ |
(qu*n*Z(q — \/a) — 02m7n72)(9n7mfl + 9n7m72\/a) + 92m7n72 < 92m7n71\/a'

Dies liefert mit Bedingung (3.2) einen Widerspruch.

Der Widerspruch

Nach Schritt 7) gibt es einen (2m — n)-dimensionalen Unterraum U von C so,
dal U N 7" in C' enthalten ist. Sei W ein (2m — n)-dimensionaler Unterraum
von C'. Da die Dimension von U N W mindestens 2m — n — 2 und dies wegen
Bedingung (3.2) grofer als 4m — 3n ist, folgt aus Lemma 3.22, daf die Dimension
von U N'W mindestens 2m — n — 1 ist. Dabei war W ein beliebiger (2m — n)-
dimensionaler Unterraum von C'. Das heifit U trifft jeden (2m—n)-dimensionalen
Unterraum von C’ in einem (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum und damit
enthilt U die Spitze V' von C’. Sei nun U* ungleich U ein anderer (2m — n)-
dimensionaler Unterraum von C. Dann trifft U* wegen V' C U den Raum V'
und damit jeden (2m — n)-dimensionalen Unterraum von C' in einem Unterraum

39



der Dimension grofer gleich 2m —n — 2. Wie fiir U folgt, da8 U* jeden (2m — n)-
dimensionalen Unterraum von C” in einem (2m—n—1)-dimensionalen Unterraum
trifft und damit auch V"’ enthélt. Also gilt V! C UNU*. Dies ist ein Widerspruch,
da UNU* =V und nach Konstruktion (Schritt 5)) die Dimension von V N 7’
gleich 2m — n — 2 ist.

O

Lemma 3.25 Die (2m — n)-dimensionalen Unterrdume von B gehen durch einen
gemeinsamen (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum V.

Beweis: Aus Lemma 3.24 und Lemma 2.21 folgt, da§ die (2m — n)-dimensionalen
Unterrdume von B entweder durch einen (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum
gehen oder in einem (2m — n + 1)-dimensionalen Unterraum enthalten sind. Wegen
Bedingung (3.2) gilt 2m — n + 1 < m. Da B eine m-blockierende Menge ist und
nach Lemma 3.15 jeder B-Punkt auf mindestens einem (2m — n)-Raum liegt, ist der
zweite Fall nicht moglich. O

Lemma 3.26 Die Menge B ist ein (2m — n — 1,2(n — m))-Baerkegel.

Beweis: Nach Lemma 3.15 liegt jeder B-Punkt in einem (2m — n)-dimensionalen
Unterraum von B. Diese Unterrdume gehen wegen Lemma 3.25 durch einen (2m —
n — 1)-dimensionalen Unterraum V. Sei V ein (2n — 2m)-dimensionaler Unterraum
von P disjunkt zu V. Dann ist B die Vereinigung der Unterrdume (V, P) fiir einen
Punkt P € V N B.

Angenommen, der Unterraum V enthilt eine B-Gerade ¢g. Alle B-Punkte von g
liegen in einem (2m — n)-dimensionalen Unterraum durch V. Da die Dimension
von V gleich 2m — n — 1 ist, liegt der Unterraum (V,g) in B. Aber dies ist ein
Widerspruch zu Lemma 3.23, da dim((V, g)) = 2m —n + 1.

Angenommen, BNV enthilt mehr als 6, ,, + 0p—m-14/q Punkte. Jeder Punkt von
BNV liegt in einem (2m — n)-dimensionalen B-Unterraum durch V. Wir z&hlen
die B-Punkte in diesen Unterrdumen.

|B| Z (gn—m + gn—m—l\/a + 1) . q2m—n + 92m—n—1
Z Hm + 9m71\/a + q2mfn - 02m7n71\/a-
Dies ist ein Widerspruch zu (3.3).
Daher ist BNV eine (n—m)-blockierende Menge von V, die keine Gerade enthiilt und
IBNV] <0, + 04 1,/q erfiillt. Aus der Induktionsannahme zum Beweis von
Satz 3.1 folgt, dal BNV isomorph zu einem (2(n—m))-dimensionalen Baerunterraum

ist. Also ist B ein Baerkegel mit Spitze V' und Basis einem (2n —2m)-dimensionalen
Baerunterraum. U

Dieses Lemma schlie3t den Beweis von Satz 3.1 fiir den Fall n < 2m ab.
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3.1.3 Beweis von Satz 3.1 im Fall n = 2m

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall n = 2m und wollen zeigen, dal B
isomorph zu einem n-dimensionalen Baerunterraum ist. In Lemma 3.30 wird dann
noch nachgewiesen, daf§ B den ganzen Raum P erzeugt.

Lemma 3.27 Die Menge B ist isomorph zu einem n-dimensionalen Baerunter-
raum.

Beweis: Projizieren wir B von einem Punkt P ¢ B auf eine Hyperebene 7 nicht
durch P, dann ist nach Lemma 3.9 ¢) die Menge B(P, ) ein (0,n — 2)-Baerkegel.

1) Die Menge B enthilt keine Ebene:
Angenommen, B enthélt eine Ebene E. Sei P ein Punkt auflerhalb von F'U B
und 7 eine Hyperebene durch E aber nicht durch P. Dann ist E in B(P,7)
enthalten. Aber B(P, ) ist ein (0,n — 2)-Baerkegel, Widerspruch.

2) Jede Gerade g trifft B in 0,1,,/q + 1 oder ¢+ 1 Punkten:
Wegen Bedingung (3.2) und n = 2m gilt |B| < 6,2 nach der oberen Grenze (3.3)
fiir |B|. Also gibt es eine Ebene F' durch g, die B nur in Punkten von g trifft.
Sei P ein Punkt von F'\ g und 7 eine Hyperebene durch g aber nicht durch P.
Dann ist B(P, r) ein (0, n —2)-Baerkegel und die B-Punkte von F’ werden auf die
Punkte einer Geraden abgebildet. Eine Gerade trifft einen (0,n — 2)-Baerkegel
in 0, 1, /g + 1 oder ¢ + 1 Punkten.

3) Jede Gerade g trifft B in 0,1 oder \/q+ 1 Punkten:

Angenommen, die Gerade g ist in B enthalten. Sei E eine Ebene durch g, die
mindestens einen Punkt @ von B auflerhalb g enthilt. Nach Schritt 1) enthélt
B keine Ebene und daher gibt es einen Punkt P auf E, der nicht in B liegt.
Nach Schritt 2) enthélt jede Gerade von E durch () mindestens ,/q + 1 Punkte
von B. Dabher gilt [ENB| > (¢+ 1) -,/q + 1. Projizieren wir die Punkte von
B von P aus auf eine Hyperebene nicht durch P, dann werden die B-Punkte
von E auf héchstens ¢ + 1 Punkte einer Geraden abgebildet. Daher enthilt die
Ebene E nach Lemma 3.8 b) hochstens g + /g 4+ 1 Punkte von B, aber dies ist
ein Widerspruch zu |[EN B| > (¢+1) - /g + 1.

4) Zwei Geraden, die \/q+ 1 Punkte von B enthalten, treffen sich in einem Punkt
von B:
Seien g und h zwei Geraden mit |¢g N B| = \/g+ 1 = |h N B| und sei P der
Schnittpunkt von g und h.
Angenommen, P liegt nicht in B. Wir projizieren die Punkte von B von P aus
auf eine Hyperebene 7 nicht durch P. Die B-Punkte von ¢ und h werden auf
zwei Punkte abgebildet. Mit T := (g U h) N B liefert das einen Widerspruch zu
Lemma 3.8 b).

41



5) Die Inzidenz-Struktur mit Punktmenge B und den Geraden, die B in /q + 1
Punkten treffen, ist isomorph zu PG(n,\/q):
Nach Schritt 2) und Schritt 3) liegen je zwei Punkte von B auf einer eindeutigen
Geraden, die B in /g 4+ 1 > 3 Punkten trifft. Auch das Axiom von Pasch (oder
Veblen und Young) ist erfiillt: Seien Iy, I3, I3 und I, vier Geraden, von denen
keine drei durch einen Punkt gehen und sich je zwei treffen aufler eventuell [3
und 4, dann treffen sich I3 und Iy in PG(2n,q) und der Schnittpunkt liegt nach
Schritt 4) in B.

O

Bemerkung 3.28 Nachdem gezeigt ist, daf8 B keine Gerade enthdlt (Schritt 3))
kann man auch ein Resultat von Beutelspacher [2] zitieren, das eine untere Grenze
V0N Oy + 0,1/ fiir die Kardinalitit einer m-blockierenden Menge B in PG(2m, q),
die keine Gerade enthdlt, liefert und in dem Fall der Gleichheit aussagt, daf$ B ein
(2m)-dimensionaler Baerunterraum ist.

In dem néchsten Lemma wird gezeigt, dal B den ganzen Raum PG(n, q) erzeugt.
Die entscheidende Eigenschaft ist dabei, dafl eine Gerade von P hochstens eine
Gerade von B enthilt. Diese Eigenschaft iibertrigt sich, da die Ordnung von B
gleich /g ist, auch auf Unterrdume gréfierer Dimension.

Wir geben hier zuerst ein Beispiel einer d-dimensionalen Untergeometrie an, die in
einer Hyperebene von PG(d, q) enthalten ist, um zu zeigen, welche Strukturen in
Lemma 3.30 ausgeschlossen werden.

Beispiel 3.29 Sei q eine Primzahlpotenz. Wir betrachten den projektiven Raum
PG(3,q) als Untergeometrie von PG(3,q%). Indem man die Punkte von PG(3,q")
auf den Ebenen von PG(3,q) zihlt, sieht man, daf§ es einen Punkt P von PG(3,q%)
gibt, der auf keiner Ebenen von PG(3,q) liegt. Sei E eine Ebene von PG(3,q*) nicht
durch P. Wir projizieren die Punkte und Geraden von PG(3,q) von P aus auf E:
Fiir ein Punkt Q@ € PG(3,q) und eine Gerade g von PG(3,q) sei diese Abbildung ¢
wie folgt definiert:
R
g — (¢g,P)NE.

Die Abbildung ¢ erhdlt die Inzidenz und ist bijektiv, da P in keiner Ebene von
PG(3,q) liegt. Damit haben wir PG(3,q) in einer Ebene von PG(3,q") eingebettet.
Diese Konstruktion ist auch fiir projektive Rdaume der Dimension d > 3 mdglich.

Lemma 3.30 Sei D fir k > 2 eine Punktmenge von PG(k,q) isomorph zu
PG(k,\/q), wobei eine Gerade von PG(k,q) hochstens eine Gerade der von D in-
duzierten Inzidenzstruktur enthdlt. Dann erzeugt D den ganzen Raum PG(k,q).
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit Induktion iiber k. Sei zuerst k& = 2.
Nach Voraussetzung enthilt eine Gerade von PG(2,q) hochstens eine Gerade von
D. Also ist D nicht in einer Geraden von PG(2,q) enthalten und erzeugt damit
PG(2,q). Sei nun k > 3 und die Behauptung fiir k¥ — 1 gezeigt, das heifit, ein
(k — 1)-dimensionaler Unterraum von PG(k,,/q) erzeugt auch in PG(k,q) einen
Unterraum der Dimension & — 1 und zwei (k — 2)-dimensionale Unterrdume von
PG(k, \/q) liegen auch in PG(k, q) in zwei verschiedenen (k — 2)-dimensionalen Un-
terrdumen. Angenommen, PG(k, /q) ist in einem (k —1)-dimensionalen Unterraum

: : (V&' -D(va -y _.
von PG(k,q) enthalten. Ein Punkt von PG(k,/q) liegt auf e =S

verschiedenen (k — 2)-dimensionalen Unterrdumen von PG(k,,/q). In PG(k —1,q)
gibt es aber nur 0, , =: ¢t Unterrdume der Dimension k£ — 2 durch einen Punkt. Da

nach Induktionsannahme zwei verschiedene (k — 2)-dimensionale Unterrdume von
PG(k,\/q) auch in PG(k, q) zwei verschiedene (k — 2)-dimensionale Unterrdume er-

qkflﬂ_\/—k‘_ﬂk—l_kl qk_lfl . . . . . .
Ry > = =tist, liefert dies einen Widerspruch.

O

zeugen und s =

3.1.4 Beweis von Satz 3.1 im Fall n > 2m

In PG(2m,q) enthilt eine minimale m-blockierende Menge, die den ganzen Raum
PG(2m, q) erzeugt, nach Lemma 3.27 mindestens 6,, + 0,,_1,/q¢ Punkte. Aus Lem-
ma 2.30 mit n' = 2m folgt, daBl fiir eine minimale m-blockierende Menge B, die
die Bedingung (3.3) erfiillt, die Dimension von (B) hochstens 2m ist. Wir konnen
also Lemma 3.27 auf (B) anwenden und dieses zeigt, dafl B die aus den vorherigen
Abschnitten bekannte Struktur hat, also ein Baerkegel ist. Dies schliefit den Beweis
zu Satz 3.1 ab.
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Kapitel 4

Untere Schranken fiir die
Machtigkeit minimaler
blockierender Mengen in
projektiven Raumen

Eine m-blockierende Menge B eines n'-dimensionalen Unterraums U von P :=
PG(n,q) trifft jeden (n' — m)-dimensionalen Unterraum von U. Ein (n — m)-
dimensionaler Unterraum von P trifft U in einem Unterraum der Dimension gréfier
gleich n" — m und enthilt damit auch einen Punkt aus B. Also ist B auch eine
m-blockierende Menge von P. Bei der Untersuchung von B kann man sich auf den
Unterraum U beschrianken. Dies ist fiir n’ kleiner als n eine Vereinfachung.

Sei im folgenden B eine minimale m-blockierende Menge von P := PG(n,q). Wir
wollen einen Zusammenhang zwischen der Kardinalitdt von B und der Dimension
von (B) herstellen. Fiir projektive Rdume quadratischer Ordnung sind in Satz 3.1
fiir m < n’ < 2m die minimalen m-blockierenden Mengen mit der kleinsten Kardi-
nalitéit angeben, die einen n'-dimensionalen Raum erzeugen. Dieses Resultat wird
hier auf projektive Rdume beliebiger Ordnung ungleich 2 iibertragen:

In Satz 4.1 wird eine neue untere Schranke fiir die Kardinalitit minimaler m-
blockierender Mengen, die einen n'-dimensionalen Unterraum fir m < n’ < 2m
erzeugen, nachgewiesen. Fiir n’ = m, n’ = m + 1 und fiir projektive Rdume qua-
dratischer Ordnung ist diese Grenze scharf. Ist die Ordnung keine Quadratzahl und
n' > m + 1, so ist keine blockierende Menge bekannt, die diese Grenze erfiillt.
Dabei ist r9(¢) die Zahl, so daf ¢ + ro(q) + 1 die Méchtigkeit der kleinsten nichttri-
vialen geradenblockierenden Menge in einer Ebene PG(2,q) ist (vergl. Seite 11).
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Satz 4.1 Sei B eine minimale m-blockierende Menge von P := PG(n,q), q > 2,
n < 2m mit P = (B). Dann gilt:

m—1
|B| Z gm + gn—m—l . T?(Q) : q2m—n = gm + T?(q) : < Z qi> . (41)

1=2m—n
Gilt in (4.1) Gleichheit, so folgt
i) Firn=m ist B ein m-dimensionaler Unterraum.

i) Firn = m+1 ist B ein Kegel mit einer (m — 2)-dimensionalen Spitze iber
einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Kardinalitit q + ro(q) + 1
in einer Ebene disjunkt zur Spitze.

iii) Ist n gréfer als m—+1 und q keine Primzahl, dann ist q eine Quadratzahl und B
ist ein Baerkegel mit einem (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum als Spitze
und einem (2(n — m))-dimensionalen Baerunterraum als Basis.

Bemerkung 4.2 Die Behauptungen i) beziehungsweise ii) folgen aus Resultat 2.15
beziehungsweise Resultat 2.17. Das Neue an der Aussage von Satz 4.1 besteht darin,
dafl in Abhdngigkeit von der Dimension n des von B erzeugten Raumes auch fiir
n > m + 1 eine Untergrenze (4.1) fir die Anzahl der in B enthaltenen Punkte
angegeben wird. Ist n > m + 2, die Ordnung q keine Primzahl und gilt in (4.1)
Gleichheit, so kann schliefllich in Fall iii) die Struktur von B bestimmt werden, was
im wesentlichen aus Resultat 4.9 und fir ¢ # 4 aus Satz 3.1 folgt. Fir q = 4 wird
die Aussage in Lemma /.16 bewiesen.

Ist Satz 4.1 bewiesen, so folgt aus Lemma, 2.30, dafl eine minimale m-blockierende
Menge B mit hochstens 0, + 0, 1 - 72(q) - qzm_"' Punkten auch in projektiven
Réumen der Dimension n > n' einen Unterraum der Dimension kleiner gleich n'
erzeugt. Dies wird in der nichsten Folgerung deutlich.

Auflerdem wird die Aussage von Satz 4.1 anders formuliert, indem eine Obergrenze
fiir die Anzahl der B-Punkte gefordert wird und dann Satz 4.1 eine Obergrenze fiir
die Dimension von (B) liefert:

Folgerung 4.3 Sei B eine minimale m-blockierende Menge von P := PG(n,q),
q > 2. Angenommen fiir ein n' € IN mit m < n' < 2m gqilt die Ungleichung

m—1
|B| S 9m + en’fmfl ) 7"2((]) ' qu*TL' - 9m + TQ(Q) ' ( Z q2> .

i=2m—n/'

Dann ist die Dimension von (B) héchstens n'. Ist die Dimension von (B) gleich n/,
dann gilt:

!

i) |B] = 0 + Onr i - 72(q) - ™.
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ii) Firn' =m ist B ein m-dimensionaler Unterraum.

iii) Fir n' = m+1 ist B ein Kegel mit einer (m — 2)-dimensionalen Spitze iber
einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Kardinalitit q + ro(q) + 1
in einer Ebene disjunkt zur Spitze.

i) Ist n'gréfer als m+1 und q keine Primzahl, dann ist q eine Quadratzahl und B
ist ein Baerkegel mit einem (2m — n' — 1)-dimensionalen Unterraum als Spitze
und einem (2(n' — m))-dimensionalen Baerunterraum als Basis.

Das néichste Korollar folgt direkt aus Satz 4.1. Nach Resultat 2.16 ist ro(¢) minde-
stens ,/q. Wir verwenden dies in der Bedingung (4.1) von Satz 4.1. Im Falle der
Gleichheit gilt ro(q) = /g und die Ordnung ¢ von P ist quadratisch. Dann kénnen
wir den zweiten Teil von Satz 4.1 anwenden:

Korollar 4.4 Sei B eine minimale m-blockierende Menge von P := PG(n,q), q #
2. Es gelte n' := dim(B) < 2m. Dann ist

Bl 2 O+ 01 - 72(0) - ™" > O+ O VTP (42)

Gilt in (4.2) Gleichheit, so ist q eine Quadratzahl und die Menge B ist ein Baerkegel
mit einem (2m—n'—1)-dimensionalen Unterraum als Spitze und einem (2(n'—m))-
dimensionalen Baerunterraum als Basis.

Im Satz 4.5 konzentrieren wir uns auf minimale m-blockierende Mengen der
Miichtigkeit kleiner als 6, + r2(q) - (¢™ ' + ¢™?). Nach Satz 4.1 erzeugt solch
eine blockierende Menge einen Unterraum dessen Dimension hochstens m + 1 ist.
Dariiber hinaus zeigen wir, dafl B dann ein m-dimensionaler Unterraum oder ein Ke-
gel mit einer (m — 2)-dimensionalen Spitze {iber einer nichttrivialen geradenblockie-
renden Menge in einer Ebene disjunkt zur Spitze als Basis ist. Damit wird also die
Abschiatzung von Resultat 2.17 insofern verbessert, als man durch Satz 4.5 weif3,
daf} die beziiglich ihrer Punktzahl néchstgroflere minimale m-blockierende Menge
mindestens 0, + 72(q) - (¢™' + ¢™?) Punkte enthilt. Fiir quadratische Ordnung ¢
des projektiven Raumes ist diese Abschitzung nach Satz 3.1 scharf.

Satz 4.5 Sei B eine minimale m-blockierende Menge in PG(n,q), m > 1, g = ",
p > 2 eine Primzahl, mit

1B| < 0 +72(q) - (¢" 1 +4™7)
und
3 m
Bl < S(" +1). (4.3)

Dann ist B ein m-dimensionaler Unterraum oder ein Kegel mit einer (m — 2)-
dimensionalen Spitze V' und einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge B*
der Mdchtigkeit g + ro(q) + 1 in einer Ebene disjunkt zur Spitze als Basis.
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Fiir projektive Rdume kubischer Ordnung ¢, wobei ¢ keine Quadratzahl ist, kénnen
wir die Abschéitzung von Satz 4.5 im Satz 4.6 noch weiter verbessern, da in diesem
Fall die Struktur der nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Kardinalitit
q+72(q) +1 = q+ ¢** + 1 nach Resultat 4.23 bekannt ist.

Satz 4.6 Sei B eine minimale m-blockierende Menge des projektiven Raums P :=
PG(n,q), m > 1, ¢ =p*, p > 7 eine Primzahl, q keine Quadratzahl. Angenommen
es gilt

|B| < 0+ ¢* 201 (4.4)

Dann ist B ein m-dimensionaler Unterraum oder ein Kegel mit einer (m — 2)-
dimensionalen Spitze iiber einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Kar-

dinalitit ¢ + ¢*/* + 1 in einer Ebene disjunkt zur Spitze.

4.1 Grundlagen

Wir fiihren in diesem Abschnitt erst die fiir den Beweis von Satz 4.1 und die fol-
genden Sitze benétigten Resultate an und beweisen dann Resultat 4.9, da in der
Originalarbeit [15] die Ordnung der Untergeometrie nicht bestimmt wurde und da-
her nicht so deutlich war, da} die Dimension des von B induzierten Unterraums
hochstens 4 ist.

Das Resultat 4.7 geht in diesem Abschnitt extrem ein und wird daher im Anhang,
Kapitel 4.5, bewiesen, auch damit die Beweise zu dem Satz 4.1 vollstédndig enthalten
sind.

Resultat 4.7 (SZOENYI, [23]) Sei B eine minimale geradenblockierende Menge mit
|B| < @ in der desarquesschen projektiven Ebene PG(2,q) der Ordnung q = p"

mit einer Primzahl p. Dann trifft jede Gerade B in 1 mod p Punkten.

Lemma 4.8 Sei B eine nichttriviale geradenblockierende Menge der Machtigkeit
q+12(q) + 1 in einer desarguesschen projektiven Ebene der Ordnung ¢ = p", p eine
Primzahl, h > 1, ¢ > 2. Dann enthilt jede Gerade 1 mod p Punkte von B.

Beweis: Da die Michtigkeit von B gleich ¢ + ry(¢) + 1 und B nichttrivial ist, ist
die blockierende Menge B nach der Definition von 75(¢) minimal. Aus Resultat 2.18
folgt, daB es eine nichttriviale geradenblockierende Menge der Michtigkeit p" +
p"™ 1 + 1 gibt. Daher ist ry(g) kleiner gleich p"~! und damit |B| kleiner gleich

p"+p" ' +1 < 3(¢ + 1)/2. Daher folgt die Behauptung aus Resultat 4.7. O
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Resultat 4.9 (HEIM, [15]) Sei B eine minimale 2-blockierende Menge von P :=
PG(4,q), die den ganzen 4-dimensionalen Raum erzeugt, wobei q grifier als 2 ist.
Dann gilt

|B| > 6 + 60172(q)

mit Gleichheit, wenn B ein 4-dimensionaler Baerunterraum von P ist.

Beweis: Sei B also eine minimale 2-blockierende Menge von PG(4,q), die den
ganzen 4-dimensionalen Raum erzeugt und die folgende Abschétzung erfiillt:

|B| < 0+ r9(q)01. (4.5)

Wir zeigen, daB in (4.5) Gleichheit gelten muf, die Ordnung ¢ quadratisch und B
ein Baerunterraum ist.

Sei 3 die Menge der Geraden, die mindestens 2 Punkte von B enthalten und nicht
in B liegen. In den folgenden Schritten zeigen wir, da} die Punktmenge B mit
3 als Geradenmenge und der von P induzierten Inzidenz eine Untergeometrie der
Ordnung ry(q) ist. Dies liefert dann die Behauptung des Satzes:

Da nach der Definition von ¥ die Geraden von (B,Y, €) in den Geraden von P
enthalten sind, muf} die Dimension von (B, ¥, €) mindestens 4 sein, damit die Menge
B den ganzen Raum P erzeugt. Daher gilt 31 75(q)" < |B|. Wegen (4.5) ist
|B| < 605+ 0175(q). Damit folgt r5(¢) < \/g. Nach Resultat 2.16 ist r5(¢) mindestens
und damit gleich /g. Also ist die Zahl g ist quadratisch, die Dimension von (B, X, €)
gleich 4 und (B, ¥, €) ist ein Baerunterraum.

1) Die Menge B enthilt keine Ebene:
Angenommen B enthilt eine Ebene E. Da B minimal ist und E jede Ebene von
P trifft, ist dann B gleich E. Dies ist aber ein Widerspruch zu (B) = P.

2) Sei P ein Punkt nicht aus B und 7 ein Solid nicht durch P, dann enthdlt die
projizierte Punktmenge B(P, ) eine 2-blockierende Menge von .
Jede 2-blockierende Menge B* C B(P,m) von m erzeugt w, das heifit es gilt
(B*) =7
Dies folgt aus Lemma 2.12 und Lemma 2.28.

3) Fiir jeden Punkt P nicht aus B und jeden Solid m nicht durch P ist B(P,7) ein

Punktkegel C' iber einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Mdachtig-
keit q+ry(q)+1 in einer Ebene. Es gilt |B| = 6y+617r2(q). Sei T eine Punktmenge
aus B, dann gilt |{PQNw|Q € T} > |T|—raq):
Wegen (4.5) gibt es eine Gerade g durch P, die B nicht trifft. Seien F,..., P,
die Punkte von ¢g und my,..., 7, Solids, mit P; ¢ 7, fiir alle 7. Nach Schritt 2)
und Resultat 2.17 enthélt jede Menge B(P;, ;) mindestens 6y + gro(gq) Punkte,
da die 2-blockierende Menge in B(P;, 7;) den ganzen Solid m; erzeugt. Fiir die
Anzahl der projizierten Punkte gilt also

0+ 1) 6+ ara() < 3 BB )] (4.6
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Dabei tragen ¢t + 1 Punkte in einer Ebene durch g héchstens ¢t +q—+ 1 zur rechten
Seite von (4.6) bei. Jede Ebene durch g enthilt mindestens einen Punkt aus B,
da B eine 2-blockierende Menge ist. Dazu werden #, Punkte von B benétigt und
es gibt nach (4.5) hochstens noch 0173(¢) andere Punkte in B, von denen jeder
hochstens ¢ zur rechten Seite von (4.6) beitrigt. Daraus folgt

q
S IB(Pym)| < Oa(a+ 1)+ (Bl = 0)a < 6 (1) + Omafa) . (A7)
i=0

Dabher gilt in (4.6) und in (4.7) Gleichheit und damit auch in (4.5) und jede Menge

B(P;, ;) enthélt genau 65+ gra(q) Punkte, die nach Resultat 2.17 ein Punktkegel

tiber einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Méchtigkeit g+rq2(q)+1

in einer Ebene sind. Dieser Kegel enthélt 6, +1r3(q) - ¢ = |B| — r2(¢) Punkte. Das
heifit, die projizierte Menge B(P, ) enthélt hochstens r5(¢) Punkte weniger als

B. Diese Eigenschaft iibertrigt sich auf jede Untermenge 1" von B.

Ein s-dimensionaler Unterraum, nicht enthalten in B, trifft B in héchstens 05_1+
ro(q) Punkten:

Sei U ein s-dimensionaler Unterraum, der nicht in B enthalten ist. Es existiert
ein Punkt @ € U \ B. Sei 7 ein Solid nicht durch ). Wir betrachten die Menge
B(Q, 7). Die B-Punkte von U werden auf hochstens 6;_; Punkte von U N7
projiziert, da die Dimension von U gleich s ist. Nach Schritt 3) gilt also mit
T:=UnNB,daB |T| <05 1+ ra(q) ist.

Die Menge B enthilt héchstens eine Gerade:

Wir nehmen an, dafl B zwei Geraden g und h enthélt. Treffen sich g und A, so
enthilt die Ebene (g, h) mindestens 2q + 1 Punkte aus B. Wegen Schritt 1) ist
(g, h) nicht in B enthalten und wegen Schritt 4) gibt es hochstens ¢ + ra(q) + 1
Punkte von B in (g, h). Dies ist ein Widerspruch zu Korollar 2.19, da r3(q)
kleiner als ¢ ist. Also sind g und h disjunkt. Wegen (4.5) gibt es einen Punkt @
auflerhalb (g, h) U B. Nach Schritt 3) ist B((Q, (g, h)) ein Punktkegel C. Je zwei
Geraden aus C schneiden sich und ¢ und A sind in C enthalten. Also schneiden
sich g und h, ein Widerspruch.

Seir P ein B-Punkt, der auf keiner B-Geraden liegt und F eine Tangentialebene
durch P. Dann trifft jeder Solid durch F die Menge B in einer nichttrivialen
geradenblockierenden Menge der Mdchtigkeit q + r2(q) + 1, die in einer Ebene
enthalten ist:

Sei s ein Solid durch F'. Dann blockiert s N B jede Ebene von s, enthilt also
eine 1-blockierende Menge B* von s. In B* ist keine Gerade enthalten, da diese
F in mindestens einem Punkt treffen miifite. Der Punkt P ist aber der einzige
B-Punkt auf F' und nach Voraussetzung geht keine B-Gerade durch P. Nach
Resultat 2.17 enthélt B* mindestens ¢+r3(¢) +1 Punkte. Dies gilt fiir alle Solids
durch F. Nach Schritt 3) ist |B| = (¢+1) - (¢+72(¢q)) + 1 und damit enthélt jeder
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Solid genau ¢q + r3(¢) + 1 Punkte aus B, die nach Resultat 2.17 in einer Ebene
enthalten sind.

Jede Gerade aus ¥ enthdlt ro(q) + 1 Punkte aus B:

Sei g eine Gerade aus X. Sei s := |¢g N B|. Nach Definition von ¥ ist g nicht in
B enthalten und aus Schritt 4) folgt s < r2(q) + 1. Wegen Schritt 5) kénnen wir
annehmen, daf} es einen B-Punkt P von g gibt, der auf keiner B-Geraden liegt.
Da B minimal ist, gibt es eine Tangentialebene F' durch P. Nach Schritt 6) liegen
die B-Punkte von (F,g) in einer Ebene E. Die Ebene E geht durch g, da g die
Menge B in mindestens zwei Punkte trifft. Wir suchen eine andere Ebene E*
durch g, die B in ¢+72(q) +1 Punkten trifft. Wegen Schritt 5) und Resultat 2.15
gibt es einen Punkt P* von B nicht auf F, der in keiner B-Geraden enthalten
ist.

Zuerst zeigen wir, dafl es eine Tangentialebene F'* durch P* gibt, die g in einem
Punkt @ trifft. Da B minimal ist, gibt es eine Tangentialebene F* durch P*. Da
jede Gerade von E die Menge B trifft und da F* N B = {P*} mit Pt ¢ F ist,
enthilt £NF* keine Gerade. Somit ist F*NE ein Punkt. Liegt der Punkt F*NE
auf ¢, so kénnen wir F* := F* und {Q} := F* N E setzen. Also angenommen,
F* und g sind disjunkt. Sei @) ein Punkt von g\ B. Nach Schritt 6) bilden die
Punkte von BN (F*, Q)) eine minimale geradenblockierende Menge in einer Ebene
E*.

Geht E* durch P™(Q, so kénnen wir eine andere Ebene aus (F*, Q) durch P*Q
als F'* wihlen. Dabei folgt aus Schritt 3) mit 7" := (E' N B) U {P*} und einer
Projektion von B von () aus auf einen Solid 7 nicht durch @, dafl die Gerade
P*Q die Menge B nur in P trifft, da |[ENB| = ¢+7r2(q)+1 = (E, Q)N7|+72(q)
ist (Beachte: Wegen @) € FE gilt (F,Q) = E).

Geht E* nicht durch P*(Q, dann liegt @ nicht in E* und es gibt, da B N E*
minimal ist, eine Gerade ¢ von E* durch P™ mit ¢t " B = {P*}. Die Ebene
F* = (t,Q) trifft B im Punkt P*, da die B-Punkte von (F* Q) in der Ebene
E* enthalten sind und daher FTNB C FTNENB =tNB = {P*} ist. Wie fiir
die Ebene F* folgt fiir F*, dal F'* die Ebene E nur in einem Punkt, ndmlich @,
schneidet.

Nach Schritt 6) ist (F",g) N B in einer Ebene E™ enthalten. Dabei ist E
nach Konstruktion ungleich E, da Pt in ET aber nicht in F enthalten ist und
die Gerade g liegt in £, da ¢ mindestens zwei Punkte von B enthilt. Sei 7 ein
Solid nicht durch ). Die Ebenen E und E* durch g enthalten jeweils ¢+ 1r2(q) +1
Punkte aus B. Bei der Projektion von B von ) auf m werden diese Punkte auf
2¢+1 Punkte von (EUE™)N7 projiziert. Mit T := (FUE")N B liefert Schritt 3),
daB 2(qg+1ra(q) +1) —s— (2¢+ 1) < r3(q). Daraus folgt r5(¢) + 1 < s und damit
die Behauptung.

Die Menge B enthilt keine Gerade:
Angenommen B enthilt eine Gerade g. Sei P ein Punkt aus B\ g. Jede Gerade
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von (g, P) durch P liegt nach Schritt 5) und nach Definition in ¥. Aus Schritt 7)
folgt, daB |(g, P) N B| = (¢ + 1) - r2(q) + 1. Wegen Schritt 1) ist (g, P) nicht in
B enthalten und damit ist dies ein Widerspruch zu Schritt 4).

9) Zwei Geraden aus X, die sich in P treffen, schneiden sich in einem Punkt aus
B:
Seien g und h zwei Geraden aus X, die sich in einem Punkt ) schneiden. An-
genommen ) ¢ B. Sei 7 ein Solid nicht durch @, so enthélt nach Schritt 7)
die Menge B(Q, ) hochstens |B| — 2r5(q) Punkte. Dies ist ein Widerspruch zu
Schritt 3).

10) Die Punktmenge B mit ¥ als Geradenmenge und der von P induzierten Inzidenz
ist ein Unterraum der Ordnung ro(q):
Nach der Definition von X liegen zwei Punkte von B auf einer eindeutigen Gera-
den von X. Jede Gerade von (B, X, €) enthilt 72(¢) +1 > 3 Punkte. Das Axiom
von Veblen und Young ist auch erfiillt: Seien [y, l5, I3 und 4 vier Geraden aus
Y, von denen keine drei durch einen Punkt gehen und sich je zwei aufler eventu-
ell I3 und [4 schneiden. Dann treffen sich die Geraden /3 und [, in P und nach
Schritt 9) liegt der Schnittpunkt von I3 und /4 in B. Damit ist (B, X, €) eine
Untergeometrie der Ordnung r2(q).

O

4.2 Beweis von Satz 4.1

Wir beweisen die Aussage Satz 4.1 in mehreren Lemmata. In Lemma 4.11 wird
gezeigt, daf fiir eine minimale m-blockierende Menge B in P := PG(n,q), q # 2,
mit (B) = P fiir |B| die untere Grenze (4.1) von Satz 4.1 gilt.

Die Behauptungen i) beziehungsweise ii) von Satz 4.1 folgen aus Resultat 2.15 be-
ziehungsweise Resultat 2.17. Dann wird im Fall, daf in (4.1) Gleichheit gilt, die
Aussage iii) von Satz 4.1 fiir n = m + 2 in Lemma 4.14, fiir n > m +2 und ¢ # 4 in
Lemma 4.15 und fiir n > m 4+ 2 und ¢ = 4 in Lemma 4.16 gezeigt.

Definition 4.10 Wir nennen eine minimale m*-blockierende Menge B* in einem
projektiven Raum P* echt, wenn B* den ganzen Raum P* erzeugt.

Mit den Voraussetzungen von Satz 4.1 ist B also eine echte m-blockierende Menge
von P.

Lemma 4.11 Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(n,q) mit n <
2m, q # 2. Dann gilt

|B| 2 gm + gn—m—l ' r2(Q) ' qu_n-
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Beweis: Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(n, q) mit
|B| < 0+ Opi - 72(q) - ¢*™ (4.8)

Wir wollen zeigen, dafi in (4.8) Gleichheit gilt. Wegen n < 2m mufl m mindestens
1 sein. Der Beweis ist mit Induktion {iber n. Fiir n = m liegen alle Punkte von P
in B und fiir n = m + 1 folgt die Aussage aus Resultat 2.17. Fiirm =2 und n =4
folgt die Aussage aus Resultat 4.9. Wir kénnen also

m>3 und n>m-+2

annehmen. Weiter sei die Behauptung fiir n — 1 gezeigt, dafl heifit eine echte m-
blockierende Menge von PG(n—1, q) enthilt mindestens 6,, + 0, o 12(q) - g*™ "1
Punkte. Da |B| nach (4.8) kleiner als 6,,,, ist, folgt aus Resultat 2.15, daf es
einen (n — m — 1)-dimensionalen Unterraum U gibt, der B nicht trifft. Seien
P, P, ..., P die Punkte von U und Hy, Hs,...,Hy ., Hyperebenen, wo-
bei P, ¢ H; fir i = 1,2,...,0,_m_1 gilt. Nach Lemma 2.28 enthilt jede Menge
B(P;, H;) eine echte m-blockierende Menge von H;, die nach Induktionsannahme
mindestens ¢ := 0,, + 0, o -72(q) - ¢*™ " Punkte enthilt. Damit kénnen wir die
Anzahl der Punkte in den Mengen B(P;, H;) nach unten abschitzen:

n—m-—1

anmfl

Ot t=0n 1 (On+ 0 mo-ra(q)- ") < Y |B(PLHy).  (4.9)
i=1
Wir gehen wie im Beweis von Lemma 2.31 vor. Da B eine m-blockierende Menge
ist, enthélt jeder (n — m)-dimensionale Unterraum U; durch U mindestens einen
B-Punkt. Setze |[BNU;| = 1+ ;. Die Punkte von U;N B tragen hochstens 6, ,, 1+
T;* (0n—m—1 —1) zur rechten Seite der Ungleichung (4.9) bei. Es gibt 6,, verschiedene
(n — m)-dimensionale Unterrdume U; durch U. Daher gilt

Om

O, Om
Bl=Y_|BNU|=) (1+xz) = > z;=|B|—0n.
i=1 1=1

=1

Aus der oberen Grenze (4.8) fiir die Anzahl der in B enthaltenen Punkte folgt eine
obere Abschiitzung fiir die Anzahl der projizierten Punkte:

gn—m—l Qm
Z |B(Pza Hz)| S gm . gn—m—l + (Z l‘z) . (gn—m—l - 1)
=1 i=1

S Hm - anmfl + (enfmfl *T2 (Q) . q2mfn) . (enfmfl - 1) (410)

Die rechte Seite von (4.10) ist gleich der linken Seite von (4.9) und daher liegt
jeder Punkt von B(P;, H;) fiir jedes i in der echten m-blockierenden Menge von
H; enthalten in B(P;, H;) und es gilt |B(P;, H;)| = 0 + 0o - 72(q) - ¢*™ "
Insbesondere zeigt dies, da§ in (4.8) Gleichheit gilt. O
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Im folgenden wollen wir den zweiten Teil von Satz 4.1 beweisen. Das heif3t wir
nehmen an, daf fiir die betrachtete m-blockierende Menge B in (4.1) Gleichheit gilt,
also,

|B| - Hm + anmfl . 7"2((]) . q2mfn.

Lemma 4.12 Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(n,q) mit n <
2m, q # 2 und

1Bl =0 +0p 1 -72(q) - ™" (4.11)

Sei U ein s-dimensionaler Unterraum, der nicht in B enthalten ist. Dann enthdlt
U héchstens 05_1 + r2(q)g*™ " Punkte von B.

Beweis: Da U nicht in B enthalten ist, gibt es einen Punkt @ in U \ B. Sei H
eine Hyperebene, die @ nicht enthilt. Wir betrachten die Menge B(Q, H). Da
die Dimension von U gleich s ist, werden die B-Punkte von U auf hochstens 6,
Punkte von U N H projiziert. Nach Lemma 2.28 enthélt die Menge B(Q, H) eine
echte m-blockierende Menge von H. Nach Lemma 4.11 enthélt B(Q, H) mindestens
O + On 2 - 72(q) - ¢®™ "1 Punkte. Aus der Bedingung (4.11) ergibt sich, daf
|B(Q, H)| > |B|—72(q)¢*™ ™. Das bedeutet, dal die Menge aller projizierter Punkte
von B hochstens r9(q)g*™ " Punkte weniger als B enthilt. Diese Eigenschaft gilt
auch fiir jede Teilmenge von B und damit insbesondere fiir U N B und es folgt, dafl
U hochstens |UN H| + ro(q)g*™ ™ = 05_1 + ra(q)¢*™ ™ Punkte von B enthilt. [

Lemma 4.13 Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(n,q) mit n <
2m, q # 2 und

Bl =0 +0p 1 -72(q) - ™" (4.12)

Sei P ein Punkt nicht aus B und H eine Hyperebene nicht durch P. Dann ist
B(P, H) eine echte m-blockierende Menge von H mit |B(P,H)| = 0, + 0n_m_o -

rala) -7

Beweis: Da |B| nach (4.12) kleiner als 6, ist, gibt es nach dem Resultat 2.15
einen (n — m — 1)-dimensionalen Unterraum U, der B nicht trifft. Wie im Beweis
zu Lemma 4.11 projizieren wir von jedem Punkt P; von U aus die Punkte von B
auf eine Hyperebene H; nicht durch P;. Dann folgt, dal B(P;, H;) eine echte m-
blockierende Menge von H; mit 0, + 6,2 - 72(q) - ¢*™ "' Punkten ist. Dies gilt
insbesondere fiir B(P, H). O

Das folgende Lemma zeigt im Fall n = m + 2 die Aussage von Satz 4.1. Aus
n=m+ 2 und n < 2m folgt 2 < m.
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Lemma 4.14 Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(m + 2,q) mit
m > 2, q keiner Primzahl und

|B| = 9m+91 'Tg(q) -qm_Q. (413)

Dann ist q eine Quadratzahl und B ist ein Baerkegel mit einem (m—3)-dimensionalen

Unterraum als Spitze und einem 4-dimensionalen Baerunterraum als Basis.

Beweis: Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber m. Fiir m = 2 folgt die Aussage
aus Resultat 4.9. Wir kénnen also annehmen, daf§ m > 3 und die Aussage fiir m —1

bewiesen ist.

1)

Jeder Punkt aus B liegt auf mindestens einem (m —2)-dimensionalen Unterraum
von B:

Sei P ein Punkt aus B. Da B minimal ist, existiert eine Tangentialebene F' durch
P. Wir zédhlen inzidente Paare von B-Punkten ungleich P und Hyperebenen
durch F. Es gibt 6, ; Hyperebenen durch F' und ein B-Punkt auflerhalb F' liegt
in 6,,_5 dieser Hyperebenen. Nach Lemma 2.24 ist fiir jede Hyperebene H die
Menge B N H eine (m — 1)-blockierende Menge von H.

Angenommen, jede Hyperebene durch F' enthélt eine echte (m — 1)-blockierende
Menge und somit nach Lemma 4.11 mindestens 6, 1 +6;-72(q)-¢™ > =: s Punkte
von B. Dann fiihrt dies mit der Bedingung (4.8) zu folgendem Widerspruch:

(IB|=1) -0 o>(5—1) O s
(O — L+ 72(q) - (™" 4+ ¢"7*)) 02 > (O1 — L+ 0172(q) - ") 0.

Also gibt es eine Hyperebene H durch F' so, dafl BN H eine minimale aber nicht
echte (m —1)-blockierende Menge B* von H enthilt. Nach Definition von , nicht-
echt® ist B* in einem m-dimensionalen Unterraum o von H enthalten. Also ist
BN o eine (m — 1)-blockierende Menge von ¢. Da dim(c) = m, ist B N o eine
geradenblockierende Menge von 0. Wegen F,o0 C 7 und F'N B = {P} trifft F'
den Unterraum o in einer Geraden und diese Gerade geht durch P. Der Punkt
P gehort also zu der (m — 1)-blockierenden Menge, die in B N o enthalten ist.
Nach Lemma 4.12 enthilt die Menge B N o hochstens 6, 1 + 79 (q)qm’2 Punkte.
Aus Resultat 2.17 folgt, dal BN o einen (m — 1)-dimensionalen Unterraum oder
einen Kegel mit einer (m — 3)-dimensionalen Spitze iiber einer nichttrivialen
geradenblockierenden Menge der Méchtigkeit g+72(¢)+1 in einer Ebene disjunkt
zur Spitze enthélt. In beiden Féllen liegt jeder Punkt der (m — 1)-blockierenden
Menge enthalten in 0N B in einem (m — 2)-dimensionalen Unterraum von o N B.
Insbesondere gilt dies fiir P.

Seir P ein Punkt nicht aus B und H eine Hyperebene nicht durch P. Dann ist
B(P, H) ein Kegel mit einer (m — 2)-dimensionalen Spitze V iber einer nichttri-
vialen geradenblockierenden Menge der Mdichtigkeit ¢ + r2(q) + 1 in einer Ebene
von H disjunkt zu V :
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Aus Lemma 4.13 folgt, da8 B(P, H) eine echte m-blockierende Menge von H mit
|B(P,H)| = 0,, + ¢™ 'ry(q) ist. Aus Resultat 2.17 folgt die Behauptung.

Seien g und h zwei (m — 2)-dimensionale Unterrdume von B. Dann ist die
Dimension von g N h mindestens m — 4:

Sei H eine Hyperebene durch g und P ein Punkt auerhalb HUB. Nach Schritt 2)
ist B(P, H) ein Kegel C' mit einer (m — 2)-dimensionalen Spitze V iiber einer
nichttrivialen geradenblockierenden Menge in einer Ebene von H disjunkt zu V.
Die Unterrdume ¢ und h N H sind in C enthalten. Die Dimension von g NV ist
mindestens m — 3 und die Dimension von (hN H) NV ist mindestens m — 4, da
dim(h N H) > m — 3. Daraus folgt

dim(gnh) >dim((gNnV)N(hNV)) > (m—-3)+(m—4) —(m—2) =m —5.

Also ist die Dimension von (g, h) hochstens m + 1 und wir kénnen annehmen,
daB3 h in H enthalten ist. Dieselbe Argumentation noch einmal angewandt liefert
dim(gNh) >m —4.

Seien g und h zwei (m — 2)-dimensionale Unterrdume von B. Dann ist die
Dimension von g N h gleich m — 3:

Nach Schritt 3) ist die Dimension von g N h mindestens m — 4.

Angenommen gNh hat die Dimension m —4. Wir betrachten den m-dimensiona-
len Unterraum (g, h). Aus Bedingung (4.8) folgt, daf es einen Punkt R auerhalb
(g, h)UB gibt. Es existiert eine Gerade U durch R, die (g, h)UB nicht trifft, da es
¢! Geraden durch R disjunkt zu (g, h) gibt und wegen Bedingung (4.8). Seien
P, P,..., Py, die Punkte von U und H,, Hy, ..., H,y; die Hyperebenen durch
(g, h) aber mit P; ¢ H; fiir alle i. Wie im Beweis von Lemma 4.11 betrachten wir
die Kegel B(P;, H;). Die Spitze V; von B(PF;, H;) hat die Dimension m — 2. Da
sich ¢ und A in einem (m — 4)-dimensionalen Unterraum treffen, ist die Spitze
V; verschieden von g und h. Daher haben ¢ N V; und h N V; die Dimension
m — 3, und es folgt, dafl V; im Erzeugnis von ¢ und h enthalten ist. Die Basis des
Kegels B(P;, H;) ist eine nichttriviale geradenblockierende Menge der Michtigkeit
q+r2(q)+1in einer Ebene E; von H; disjunkt zu V;. Essind S; := gNE; und T; :=
h N E; zwei Punkte dieser geradenblockierenden Menge. Die Gerade S;T; enthélt
mindestens zwei B-Punkte und, da ¢ keine Primzahl ist, folgt aus Lemma 4.8,
dal S;T; mindestens noch einen B-Punkt (); ungleich S; und 7T; enthilt. Also
enthilt (g, h) N B(P;, H;) mindestens 3 Unterrdume der Dimension m— 1, nimlich
(S;, Vi), (T}, Vi) und (Q;, V;). Damit gilt |B(P;, H;) N (g, h)| > 2¢"™ ' 4 0,,_1. Aus
Lemma 4.12 folgt

s = BN {g,h)| < Ons+72(q) - ¢" > (4.14)

Wir zdhlen die B-Punkte in den (m + 1)-dimensionalen Unterrdumen
(g, h, P;) und verwenden dabei |B N (g, h, P;)| > |B(P;, H;) N (g, h)|, die obe-
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re Grenze 2 fiir r5(¢) von Korollar 2.19, die Bedingung (4.8) und (4.14).

(q+1)- (2¢™ " 4+ 0,-1) — qs < | B|
(G41)-2¢™ " + Oy —ra(q)g™ " <01 -12(q) - 4" + O
¢" + 20" <mo(q) ¢ (20 + 1)
3 1
2420 < P+ g+ -
¢ +29 < q + 2(] + 9
Dies ist ein Widerspruch.

Die (m — 2)-dimensionalen Unterrdume von B schneiden sich in einem (m — 3)-
dimensionalen Unterraum V :

Nach Schritt 4) schneiden sich je zwei (m — 2)-dimensionale Unterrdume von B
in einem (m — 3)-dimensionalen Unterraum. Nach Lemma 2.21 sind alle (m — 2)-
dimensionalen Unterrdume aus B in einem (m — 1)-dimensionalen Unterraum H
enthalten oder sie schneiden sich in einem (m — 3)-dimensionalen Unterraum V.
Der erste Fall kann nicht auftreten, da aus Schritt 1) folgt, daf§ jeder B-Punkt auf
einem (m —2)-dimensionalen Unterraum von B liegt und damit B in H enthalten
sein miifite. Dies ist jedoch wegen (B) = P nicht moglich.

Sei V' ein 4-dimensionaler Unterraum von P disjunkt zu V. Die Menge BNV
ist eine echte 2-blockierende Menge von V :

Nach Schritt 1) und 5) besteht B aus (m — 2)-dimensionalen Unterrdumen durch
V. Da B eine m-blockierende Menge von PG(m+2, q) ist, trifft B jede Ebene von
P. Insbesondere trifft BNV jede Ebene von V und ist damit eine 2-blockierende
Menge von V.

Angenommen BNV ist nicht minimal. Dann gibt es eine minimale 2-blockierende
Menge B* C B von V. Die Menge B’ := {(V, P)|P € B*} ist nach Schritt 1)
und 5) und wegen B* # BNV in B echt enthalten. Auflerdem ist B’ eine m-
blockierende Menge von P und mit der Minimalitéit von B folgt aus B’ C B, daf}
B gleich B’ ist, ein Widerspruch.

Angenommen B NV ist nicht echt. Dann ist BNV in einem Solid S von V
enthalten. Die Menge B N S ist eine 2-blockierende Menge von S. Also ist
B' .= {(V, P)|P € SN B} C B eine m-blockierende Menge von (V,S) und damit
auch von P. Wie oben folgt aus der Minimalitit von B, dafl B gleich B’ ist. Dies
ist ein Widerspruch zu (B) = P.

Die Zahl q ist quadratisch und B ist ein Kegel mit Spitze V' diber einem 4-dimen-
sionalen Baerunterraum in V :
Nach Schritt 1) und 5) ist die Menge {(V, P)|P € V N B} in B enthalten. Ange-
nommen B NV enthiilt mehr als 5 + 0,75(¢) Punkte. Dann gilt

|B| > (02 + 917"2((])) - qm72 + 0m73 = 9m —+ 917"2((]) . qm72.

Dies ist ein Widerspruch zu der Bedingung (4.8). Also liegen in BNV hochstens
05+0,75(q) Punkte. Die Menge BNV ist nach Schritt 6) eine echte 2-blockierende

56



Menge von V. Aus Resultat 4.9 folgt, daB8 ¢ quadratisch und B NV isomorph
zu einem 4-dimensionalen Baerunterraum ist. Also enthélt B einen Baerkegel
C mit Spitze V und Basis einem 4-dimensionalen Baerunterraum. Da C' eine
m-blockierende Menge von P ist, folgt aus der Minimalitéit von B, daf§ B gleich
C ist.

O

Lemma 4.15 Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(n,q), q keine
Primzahl, mit m+2 <n <2m, q # 2 und

Bl =0 +0p 1 -72(q) - ™" (4.15)

Dann ist q quadratisch und fir g # 4 ist B ein Baerkegel mit einem (2m —n — 1)-
dimensionalen Unterraum als Spitze und einem (2(n — m))-dimensionalen Baerun-
terraum als Basis.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit Induktion iiber n. Fiir n = m + 2 folgt
die Aussage aus Lemma 4.14. Sei nun n > m + 2 und die Behauptung fiir n — 1
bewiesen. Es gibt einen Punkt P ¢ B und eine Hyperebene H nicht durch P.
Nach Lemma 4.13 ist B(P, H) eine echte m-blockierende Menge der Méchtigkeit
Oy + Op_m_ora(q) - ¢ " in PG(n — 1,q). Da n — 1 grofer als m + 1 ist, folgt
aus der Induktionsannahme angewandt auf B(P, H), dafl ¢ quadratisch ist. Nach
Resultat 2.16 ist also r5(¢q) = /q. Fiir ¢ # 4 kénnen wir den Satz 3.1 auf B anwenden
und dieser liefert die Behauptung. O

Das letzte Lemma schliet den Beweis zu Satz 4.1 fiir ¢ # 4 ab. Fiir ¢ = 4 zeigen
wir die Behauptung aus Fall iii) von Satz 4.1 in dem folgenden Lemma:

Lemma 4.16 Sei B eine echte m-blockierende Menge von P = PG(n,q), ¢ = 4,
mitm+2 <n<2m und

1B| = 0+ 0n_mn1 - VG- ™ (4.16)

Dann ist B ein Baerkegel mit einem (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum als
Spitze und einem (2(n — m))-dimensionalen Baerunterraum als Basis.

Beweis: Wir verwenden im Beweis weiterhin die Variable ¢, da man die Aussage
auch allgemein fiir quadratische ¢ so zeigen konnte, anstatt in Lemma 4.15 den
Satz 3.1 zu zitieren.

Aus m + 2 < 2m folgt 2 < m und fiir m = 2 folgt die Aussage aus Resultat 4.9.
Wir kénnen also m > 3 annehmen. Der Beweis ist mit Induktion iiber n. Wegen
Lemma 4.14 kénnen wir auch annehmen, dafl n > m + 3 und die Aussage fiir n — 1

gezeigt ist, das heifit eine echte m-blockierende Menge mit 6y, + Op—pm—2+/q¢*™ "'
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Punkten in einem (n — 1)-dimensionalen Raum ist ein (2m — n,2(n — m — 1))-

Baerkegel. Die Aussage wird in mehreren Schritten gezeigt:

1)

FEine Gerade, die B trifft, enthdlt 1, \/q+1 oder q + 1 Punkte von B:

Sei g eine Gerade, die mindestens einen B-Punkt enthélt. Es gibt 6, » Ebe-
nen durch g. Wegen n — 2 > m + 1 und Bedingung (4.16) enthilt minde-
stens eine dieser Ebenen durch ¢ keinen B-Punkt auferhalb g. Sei P ¢ g ein
Punkt einer solchen Ebene und H eine Hyperebene durch ¢ aber nicht durch
P. Nach Lemma 4.13 ist B(P, H) eine echte m-blockierende Menge von H mit
|B(P,H)| = 0, + 0n—m—2,/q¢>™ """ und nach Induktionsannahme ist dies ein
(2m—mn, 2(n—m—1))-Baerkegel C. Nach Konstruktion gilt gnB = gNB(P, H) =
gNC, da die Ebene (g, P) keinen B-Punkt auerhalb g enthélt. Aus der Struktur
von C' folgt, daf} eine Gerade, die C trifft, 1, \/¢ + 1 oder ¢ + 1 Punkte von C
enthilt. Damit folgt die Behauptung fiir g.

FEine Ebene E, die eine B-Gerade g und mindestens einen B-Punkt auflerhalb
von g enthdlt, enthdlt mindestens q\/q Punkte von B auferhalb g:

Es gibt 6,,_35 Solids durch E. Ein Solid durch F, der einen B-Punkt auflerhalb £
enthélt, trifft B nach Schritt 1) in mindestens (¢ +2)- (/g —1) +1 =: s Punkten
auflerhalb von E.

Angenommen jeder Solid durch F enthilt mindestens einen B-Punkt auflerhalb
E. Dann folgt

|B| > 60,_5-s+|ENB|
> 03 (¢V/a+2/9—q—1)+q+2.

Dies ist wegen n — 3 > m ein Widerspruch zu (4.16).

Also gibt es einen Solid S durch E mit SN B C E. Wie in Schritt 1) betrachten
wir die Menge B(P, H), wobei P ein Punkt von S\ E und H eine Hyperebene
durch F aber nicht durch P sei. Wegen Lemma 4.13 und der Induktionsannahme
ist B(P, H) ein (2m —n, 2(n —m —1))-Baerkegel C. Eine Ebene, die eine Gerade
von C und einen Punkt von C' aulerhalb dieser Geraden enthélt, enthélt entweder
/@ + 1 Geraden von C oder liegt ganz in C. Sie enthélt also mindestens (,/q +
1)g +1 Punkte von C. Es folgt [ENC| > (\/g+1)g+ 1. Nach Konstruktion gilt
ENB=FENB(P,H)=ENC und damit die Behauptung von diesem Schritt.

Firm+3 <n <2mist B ein (2m —n — 1,2(n — m)-Baerkegel:
Wir zeigen die Behauptung in mehreren Schritten:

i) Jeder B-Punkt P liegt auf mindestens einem (2m — n)-Raum von B:
Nach Voraussetzung liegt P in B, das heiflt es gibt einen 0-dimensionalen
Unterraum Ejy von B durch P. Wir zeigen mit Induktion iiber 7 fiir 0 <7 <
2m — n, daf} es einen i-dimensionalen Unterraum F; C B durch P gibt. Sei
also ¢ > 1 und die Behauptung fiir 7+ — 1 bewiesen, das heif}t, es gibt einen
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(¢ — 1)-dimensionalen Unterraum F; ; von B durch P. Zuerst zeigen wir,
daB es einen (n —m +i— 1)-dimensionalen Unterraum F,,_,,,; 1 durch E; ;
mit F, ;1 N B =FE; , gibt:

Wir zeigen zuerst mit Induktion iiber j fiirs —1<j7 <n—m 41— 2, da3
es mindestens einen Unterraum F}; durch E;_; mit F; N B = E;_; gibt. Fiir
j =1 —1ist die Aussage mit F; | := F;  erfiillt. Sei nun j > ¢ — 1 und die
Aussage fiir j — 1 gezeigt, daf heift, wir haben F;_; mit F; ;N B = F; 4
gefunden. Es gibt 6, ; Unterrdume der Dimension j durch Fj;_ ;. Enthélt
einer dieser Rdume einen Punkt von B auflerhalb E;_1, so folgt mit Schritt 1),
dafl dieser Raum mindestens 6;_(,/¢ — 1) +1 =: s Punkte von B \ E;_;
enthélt. Angenommen jeder j-dimensionale Unterraum durch Fj_; enthélt
einen Punkt von B\ E; ;, dann folgt

|B| > 0p_j-s+0; 4
>0pj- (Oic1(Va—1)+1)+0;4. (4.17)

Wegen j < n—m+i—1 liefert (4.17) einen Widerspruch zu (4.16), da dann
schon 6,,_; - 6,_1 > 60,1, groer als |B| ist.

Wir suchen jetzt also einen (n — m + i — 1)-dimensionalen Raum F, ;11
mit F,_pis-1 N B = FE;_y durch F,,_,,; ». Fiir « = 1 kdnnen wir wie oben
vorgehen und (4.17) liefert

IB| > 0, - T+ 1.

Dies ist ein Widerspruch zu (4.16). Sei also i > 2.

In diesem Fall miissen wir die Abschéitzung von (4.17) verbessern: Wir zéhlen
die Punkte von B\ E;_; in einem (n —m + i — 1)-dimensionalen Unterraum
S durch F,,_,,1;—2, der einen B-Punkt @) nicht aus F;_; enthilt. Es gibt
0; 10, 2/6, Geraden in F; ; und nach Schritt 2) enthélt jede Ebene durch @
und eine solche Gerade mindestens ¢,/q¢ Punkte von B \ F; 1. Ein B-Punkt
von S\ E;_; ungleich @ liegt in 6;_» dieser Ebenen, wenn er in (E;_q,Q)
enthalten ist, und sonst in keiner dieser Ebenen. Ein B-Punkt ungleich @)
von S\ E; i liegt also in hochstens 6; o dieser Ebenen und es folgt

0. .0;
(0= 1)
1

0,
= (S\Bi-)N Bl 2 5= (aya— 1) + 1.

([(S\ Eio))NB|—1)-0;_5 >

Angenommen, jeder (n —m+i—1)-dimensionale Unterraum durch F, ,,; o
enthilt einen B-Punkt auflerhalb E; . Es gibt 6,, ;.1 dieser Unterrdume
durch F,,_,,.,_» und damit folgt:

0,
|IB| > 0 iv1 - ( 011 ((vg—1)+1)+0;,
= |B| > 0p_it1- (@ (q/q— 1)+ 1)+ 0y, (4.18)
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ii)

bic1 — =1 > 4i=2 wegen j > 2

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dafl é‘ll o

gilt. Aus (4.18) folgt mit (4.16)

Om + 9n—m—1\/§q2m_n > Op—igr (qi_l\/a — ¢+ 1)+ 0,
= (@ =D+ =) > (¢ =D Vg - g )
+(¢' 1)
="M+ TG 2 g — g+ g

_|_qz —qi71ﬂ+qi72 —9
qm+1\/a_qm
q/q— 1.

Dies ist aber wegen ¢ = 4 ein Widerspruch.
Wir haben jetzt also einen Unterraum Fj,_,, ;1 mit Fj,_,,1 ;-1 N B = E;_

:>qm+1 _|_qm\/a

>
=q+.q >

gefunden und betrachten einen (n—m-+1i)-dimensionalen Unterraum U durch
F, uyi1. Durch wiederholte Anwendung von Lemma 2.24 sieht man, daf
die Menge B N U eine i-blockierende Menge von U ist. Nach Resultat 2.17
enthélt UN B entweder mindestens 9i+\/§qi_1 Punkte und damit qi+\/§qi_1
Punkte von B auflerhalb F,_,,;_1 oder U N B enthilt einen i-dimensionalen
Unterraum F;. Im zweiten Fall ist E; der gesuchte i-dimensionale Unterraum
durch P, da E; NU gleich E; ; sein muf. Wir nehmen also an, daf} jeder
(n —m+1)-dimensionale Unterraum durch F, ,,,; ; mindestens ¢' + \/aqi_1
Punkte von B\ F,,_,, ;1 enthélt. Es gibt 6, ; dieser Rdume und damit
folgt
1B > O (¢" +/3q"") + 0ic1 = O + Onin/aq" ™"

Aus 2m —n > i folgt m —¢ > n—m —1 und damit ist die letzte Ungleichung
ein Widerspruch zu (4.16).

Je zwei (2m — n)-dimensionale Riume E, und Ey von B schneiden sich in
einem (2m — n — 1)-dimensionalen Raum:

Angenommen (FE;, E5) ist der ganze Raum. Dann gilt dim(E; N Ey) = 4m —
3n und in Es liegt ein (2n — 2m — 1)-dimensionaler Raum U disjunkt zu Ej.
Fiir einen Punkt @) € U liegen nach Schritt 1) auf jeder Geraden, die einen
Punkt von E) enthilt, mindestens /g + 1 Punkte von B und damit enthélt
(E1, Q) mindestens 63,y - (/¢ — 1) + 1 Punkte von B\ E;. Also gilt

|B| Z (92m—n(\/a - ]-) + 1)92n—2m—1 + 92m—n 2 gn—l-

Dies ist wegen n — 1 > m + 2 ein Widerspruch zu (4.16).

Also ist (E1, Es) in einer Hyperebene H enthalten. Wegen (4.16) gibt es
einen Punkt P auflerhalb H, der nicht in B enthalten ist. Wir projizieren die
Punkte von B von P aus auf H. Nach Lemma 4.13 und der Induktionsan-
nahme ist B(P, H) ein (2m —n, 2(n —m — 1))-Baerkegel C'. Die Unterrdume
E; und E5 sind in C enthalten. Jeder Unterraum FE; trifft die Spitze von
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iii)

iv)

C' in einem Unterraum der Dimension gréfler gleich 2m — n — 1. Daher gilt
dim(E; N Ey) > 2m —n — 2.

Angenommen es gilt dim(E, N E,) = 2m—n—2. Sei g eine Gerade enthalten
in F5 disjunkt zu E;. Wie oben enthilt fiir jeden Punkt @) € g der Raum
(Er, Q) mindestens 0o,y - (/g — 1) + 1 Punkte und es folgt

[(Ev, B2) N Bl > (O2m-n(v/q = 1) + 1)01 + b2 . (4.19)

Nach Lemma 4.12 enthélt (E;, Ey) hochstens oy + q2m’”\/§ Punkte
von B. Aus (4.19) folgt damit

02m7n+1 + q2mfn\/a Z (92m7n(\/a - 1) + 1)91 + 92m7n
= q2m—n+1 +q2m—n\/a Z (\/a_ 1) . (q2m—n+1 + 2q2m—n N 1) +91-

Dies ist ein Widerspruch.

Ein Unterraum, der in B liegt, hat hichstens die Dimension 2m — n:
Angenommen B enthélt einen (2m — n + 1)-dimensionalen Unterraum U.
Da 2m — n + 1 kleiner als m und B eine m-blockierende Menge ist, gibt es
einen B-Punkt P auflerhalb U. Nach Schritt 3i) gibt es einen (2m — n)-
dimensionalen Unterraum U’ C B durch P. Dieser trifft nach Schritt 3ii)
jeden (2m — n)-dimensionalen Unterraum von U in einem (2m — n — 1)-
dimensionalen Unterraum. Aber dies ist nicht moglich (vergleiche Beweis zu
Lemma 3.23).

Die (2m — n)-dimensionalen Unterrdume von B gehen durch einen gemein-
samen (2m — n — 1)-dimensionalen Unterraum V :

Aus Schritt 3ii) und Lemma 2.21 folgt, daf8 die (2m — n)-dimensionalen
Unterrdume von B entweder durch einen (2m — n — 1)-dimensionalen Un-
terraum gehen oder in einem (2m — n + 1)-dimensionalen Unterraum U
enthalten sind. Da nach Schritt 3i) jeder B-Punkt auf mindestens einem
(2m — n)-Raum liegt, miifte B im zweiten Fall in U enthalten sein. Dies
ist wegen m+3<n = 2m—n+1<m — 2 nicht moglich, da B eine
m-blockierende Menge ist.

Die Menge B ist ein (2m —n — 1,2(n — m)-Baerkegel:

Nach Schritt 3i) liegt jeder B-Punkt in einem (2m — n)-dimensionalen Un-
terraum von B. Diese Unterrdume gehen wegen Schritt 3iv) durch einen
(2m—n—1)-dimensionalen Unterraum V. Sei V ein (2n—2m)-dimensionaler
Unterraum von P disjunkt zu V. Dann ist B die Vereinigung der Unterrdume
(V, P) fiir einen Punkt P € V N B.

Nach Voraussetzung ist B echt. Aus der Struktur von B folgt, dal BNV eine
echte (n—m)-blockierende Menge von V mit |[BNV| = 0, + 05 _m_1./7 ist.
Aus der Induktionsannahme folgt, da$ BNV isomorph zu einem (2(n —m))-
dimensionalen Baerunterraum ist. Also ist B ein Baerkegel mit Spitze V
und Basis einem (2n — 2m)-dimensionalen Baerunterraum.
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4) Firn = 2m ist B ein (2m)-dimensionaler Baerunterraum:
Sei 3 die Menge der Geraden, die /g + 1 Punkte von B enthalten.

i) Die Menge B enthilt keine Ebene:
Angenommen, eine Ebene F' ist in B enthalten. Es gibt einen Punkt P ¢
B U E und eine Hyperebene H durch E aber nicht durch P. Die Menge
B(P, H) ist nach Lemma 4.13 und der Induktionsannahme ein (0,n — 2)-
Baerkegel C. Nach Konstruktion gilt £ C ENB C B(P,H) = C. Der
Kegel C enthilt aber keine Ebene, Widerspruch.

ii) Eine Gerade g, die B in mindestens zwei Punkten trifft, enthdlt genau \/q+1
Punkte von B, liegt also in 3:
Aus Schritt 1) folgt, daB$ g entweder ,/g+ 1 Punkte aus B enthélt oder ganz
in B liegt.
Angenommen g C B. Es gibt eine Ebene E durch g, die noch einen Punkt
von B\ ¢ enthélt. Wegen Schritt 4i) ist £ nicht in B enthalten und aus
Schritt 2) folgt, dal £ mindestens ¢,/q + ¢ + 1 Punkte von B enthélt. Dies
ist aber ein Widerspruch zu Lemma 4.12 angewandt auf F.

iii) Zwei Geraden aus 3 treffen sich in einem Punkt von B:
Seien g und h zwei Geraden aus X. Sei P der Schnittpunkt von g und h.
Angenommen, P liegt nicht in B. Wir projizieren die Punkte von B von
P aus auf eine Hyperebene H nicht durch P. Die B-Punkte von ¢ und h
werden auf zwei Punkte abgebildet. Also gilt |B(P, H)| < |B| — 2,/q. Dies
ist aber ein Widerspruch, da nach Lemma 4.13 und der Induktionsannahme
B(P, H) ein (0,n — 2)-Baerkegel ist, der |B| — /g Punkte enthilt.

iv) Die Punktmenge B mit ¥ als Geradenmenge und der von P induzierten
Inzidenz ist ein Baerunterraum:
Nach Schritt 4ii) liegen je zwei Punkte von B auf einer eindeutigen Geraden
von ¥. Auch das Axiom von Pasch (oder Veblen und Young) ist erfiillt:
Seien [y, [o, I3 und [4 vier Geraden, von denen keine drei durch einen Punkt
gehen und sich je zwei treffen aufler eventuell /3 und [, dann treffen sich I3
und I, in PG(n,q) und der Schnittpunkt liegt nach Schritt 4iii) in B.

O

Bemerkung 4.17 Kennt man eine Abschdtzung t fir die Kardinalitdt einer m-
blockierenden Menge, die einen n-dimensionalen Raum mit m+1 < n < 2m erzeugt,
so konnte man mit der im Beweis von Satz 4.1 verwendeten Technik die Abschdtzung
aus  Satz 4.1  wverbessern, indem  man  diese  Abschitzung t in
Gleichung (4.9) fir t einsetzt.
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4.3 Beweis von Satz 4.5

Fiir m = 1 entspricht Satz 4.5 dem Resultat 2.17. Wir kdnnen also m > 2 annehmen.
Das néchste Resultat spielt in den Beweisen dieses und des néchsten Abschnitts ei-
ne entscheidende Rolle. Mit seiner Hilfe wird eine Verbindung von der globalen
Bedingung, daB8 B jeden (n — m)-dimensionalen Unterraum trifft, zu einzelnen Un-
terrdumen, insbesondere Geraden, hergestellt.

Resultat 4.18 (SZOENYI, WEINER [24]) Sei B eine minimale m-blockierende Menge
von PG(n,q), ¢ = p", p > 2 eine Primzahl. Angenommen |B| < 2(¢™ +1). Dann
schneidet jeder Unterraum, der einen Punkt von B enthdlt, die Menge B in'1 mod p
Punkten.

Mit Resultat 4.18 werden wir Satz 4.5 in mehreren Lemmata beweisen. Wir nehmen
an, dafl B eine m-blockierende Menge von PG(n,q) ist, die die Bedingungen (4.3)
erfiillt, das heifft mit

_ m— 3 m
|B| < 0 +12(q) - (¢ +¢™77) und |B|<§(q +1).

Wir wollen zeigen, dafl B ein m-dimensionaler Unterraum oder ein Kegel mit einer
(m—2)-dimensionalen Spitze V" und einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge
B* der Michtigkeit ¢ 4+ r2(¢) + 1 in einer Ebene als Basis ist.

Lemma 4.19 Die Dimension von (B) ist hichstens m + 1.
Beweis: Dies folgt mit Bedingung (4.3) direkt aus Satz 4.1. O

Ist die Dimension von (B) hochstens m, dann folgt aus Resultat 2.15, dafl B ein
m-~dimensionaler Unterraum ist, was die Aussage von Satz 4.5 beweist.
Wir nehmen also an, dafl B keinen m-dimensionalen Unterraum enthélt. Aus Lem-
ma 4.19 folgt, daB die Dimension von (B) gleich m + 1 sein muff. Um Satz 4.5 zu
beweisen, geniigt es, den Unterraum (B) zu betrachten. Im weiteren Verlauf dieses
Abschnitts sei also P = (B), die Dimension n von P sei m + 1 und B sei eine
geradenblockierende Menge von P.

Lemma 4.20 Jeder B-Punkt P liegt in einem (m — 1)-dimensionalen Unterraum,
der in B enthalten ist.

Beweis: Wir zeigen fiir 0 < ¢ < m — 1 mit Induktion iiber 7, dafl P in einem
i-dimensionalen Unterraum F; von B liegt. Der Fall 7 = 0 ist trivial. Sei nun
0 <i<m —1 und die Aussage fiir 7 — 1 bewiesen. Zuerst zeigen wir, daf} es einen
t-dimensionalen Unterraum F; durch E; | mit F; N B = E;_; gibt.

Angenommen jeder i-dimensionale Unterraum durch F; ; enthélt mindestens einen
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B-Punkt () auferhalb E; ;. Seien P, P,,..., Py, ,, die Punkte von E; ;. Dann
enthélt nach Resultat 4.18 jede Gerade (QP; mindestens p+1 Punkte von B. Daher
enthiilt jeder i-dimensionale Unterraum durch F; ; mindestens (p—1)6; ;+1 Punkte
von B auflerhalb E;_;. Es gibt #,,_; Unterrdume der Dimension ¢ durch F;_;. Daraus
folgt

|B| 2 gn—i . ((p - l)gi_1 + 1) + 92'_1.

Da n gleich m + 1 und p grofler als 2 ist, widerspricht dies der Bedingung (4.3).
Sei nun o ein (i + 1)-dimensionaler Unterraum durch F;. Da B jede Gerade von P
blockiert, ist B N o eine i-blockierende Menge von o.

Angenommen, in keinem (i 4+ 1)-dimensionaler Unterraum durch F; liegt ein i-
dimensionaler Unterraum von B. Dann enthélt nach Resultat 2.17 jeder (i + 1)-
dimensionale Unterraum durch F; mindestens 6; + r5(q) - ¢! Punkte von B und
damit mindestens ¢* + ry(q) - ¢! Punkte von B auflerhalb E; ;. Es gibt 0, ; dieser
Unterrdume der Dimension ¢ 4+ 1 durch Fj, also

|B| > 0, - (qi + qi717"2(CI)) +0; 1
Z Hm + Hmfir2 (Q)ql_l

Da i hochstens m — 1 ist, steht dies im Widerspruch zur Bedingung (4.3).

Also gibt es einen i-dimensionalen Unterraum E; von B in einem (i+1)-dimensionalen
Unterraum durch F;. Dann ist E; N F; in B enthalten und daher gleich E;_;. Damit
liegt P auch in E;. O

Lemma 4.21 Je zwei (m — 1)-dimensionale Unterraume Ey und Ey von B schnei-
den sich in einem (m — 2)-dimensionalen Unterraum.

Beweis: Angenommen, die Dimension von E; N FE, ist hochstens m — 3. Dann
gibt es eine Gerade g von E; disjunkt zu Fy. Seien F,...,F, die Punkte von g.
Nach Resultat 4.18 trifft die Gerade QP; fiir jeden Punkt () von E, die Menge B in
mindestens p Punkten auerhalb Ey. Daher enthilt (P;, F5) mindestens 6,, 1 - (p —
1) + 1 Punkte von B auBerhalb F,. Es folgt

1Bl > (q+1) (b -(p—1)+1)+ 6, 1,

im Widerspruch zur Bedingung (4.3). O

Lemma 4.22 Die Menge B ist ein Kegel mit einer (m —2)-dimensionalen Spitze V
iiber einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Mdachtigkeit g + ro(q) + 1
in einer Ebene disjunkt zu V' als Basis.
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Beweis: Nach Lemma 4.20 liegt jeder B-Punkt in einem (m —1)-dimensionalen Un-
terraum von B und nach Lemma 4.21 schneiden sich je zwei (m — 1)-dimensionale
Unterrdume von B in einem (m — 2)-dimensionalen Unterraum. Nach Lemma 2.21
liegen entweder die (m—1)-dimensionalen Unterrdume von B und damit wegen Lem-
ma 4.20 jeder B-Punkt in einem m-dimensionalen Unterraum U oder alle (m — 1)-
dimensionalen Unterrdume von B gehen durch einen (m — 2)-dimensionalen Unter-
raum V. Der erste Fall ist nicht moglich, da B eine minimale m-blockierende Menge
ist und daher gleich U sein miifite. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annah-
me, daBl B kein m-dimensionaler Unterraum ist. Sei V eine Ebene disjunkt zu V.
Angenommen V N B enthilt eine Gerade g. Dann liegt nach Lemma 4.20 und da
alle (m — 1)-dimensionalen B-Rdume durch V' gehen, auch (g, V) in B. Dies ist
aber ein Widerspruch, da wir angenommen hatten, dafl B keinen m-dimensionalen
Unterraum enthélt.

Also trifft V' N B jede Gerade von V und enthiilt selbst keine Gerade. Angenommen
VN B|>q+ry(q) +2. Dann gilt

1Bl > (q+72(q) +2) - ¢ ' + Oy
> O + ™ ro(q) + ™

Aus der Bedingung (4.3) folgt

q" *ra(q) > ¢t = malq) > q,

ein Widerspruch zu Korollar 2.19.

Damit folgt |V N B| < g+73(¢) +1 und aus dem Resultat 2.17 ergibt sich, da8 VN B
eine nichttriviale geradenblockierende Menge der Michtigkeit ¢ 4+ r2(¢) + 1 von der
Ebene V. 0J

4.4 Beweis von Satz 4.6

Wir beweisen Satz 4.6 mit Induktion {iber m und (fiir ein festes m) iiber n. Sei B
eine minimale m-blockierende Menge von P = PG(n, q) mit ¢ = p*", wobei p eine
Primzahl grofier gleich 7 und ¢ keine Quadratzahl ist. Wir nehmen an, daf§ |B| die
Bedingung (4.4) erfiillt, also

1B| < 0 + ¢*20m_1.

Wir wollen zeigen, da} B dann ein m-dimensionaler Unterraum oder ein Kegel mit
einer (m — 2)-dimensionalen Spitze iiber einer nichttrivialen geradenblockierenden
Menge der Michtigkeit ¢ + ¢*® + 1 in einer Ebene als Basis ist. Fiir n = m und
fiir m = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir m = 1 und n = 2 entspricht sie dem
Resultat 4.23. Fir m = 1 und n > 3 folgt sie aus Resultat 2.17, da r3(¢) nach
Resultat 4.23 gleich ¢*/? ist. Wir kénnen also annehmen, daf

m>2 und n>m+1.
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Zuerst betrachten wir die Félle n = m + 1 in Abschnitt 4.4.2 und n = m + 2 in
Abschnitt 4.4.3. Fiir n > m + 2 projizieren wir in Abschnitt 4.4.4 die Punkte von B
von einem Punkt P ¢ B auf eine Hyperebene 7 nicht durch P. Mit Lemma 2.12 und
der Induktionsannahme finden wir eine Hyperebene 7*, die mindestens 6, Punkte
von B enthélt. Nach Lemma 2.26 ist B N 7 eine m-blockierende Menge von 7*.
Wegen der Minimalitdt von B und Lemma 2.25 ist B gleich BN 7* und damit folgt
dann die Behauptung aus der Induktionsannahme angewandt auf 7*.

4.4.1 Grundlagen

Resultat 4.23 (POLVERINO [20]; POLVERINOD, STORME [21]) In PG(2,q), ¢ = p*",
h > 1 mit einer Primzahl p > 7 sind die kleinsten nichttrivialen minimalen geraden-
blockierenden Mengen:

(a) Eine Baerunterebene PG(2,/q) der Mdachtigkeit ¢+ /q+1, wenn q quadratisch
15t.

(b) Eine minimale blockierende Menge der Mdchtigkeit q + ¢*/® + 1.
(¢) Eine minimale blockierende Menge der Michtigkeit q + ¢*/® 4 ¢'/> + 1.

Da wir angenommen hatten, daf§ ¢ nicht quadratisch ist, ist das Beispiel (b) aus
Resultat 4.23 die kleinste nichttriviale geradenblockierende Menge in einer Ebene
von P . AuBlerdem gilt r,(q) = ¢*/3.

Bemerkung 4.24 (STORME, WEINER [22]) Eine spezielle Eigenschaft der minimalen
blockierenden Menge der Michtigkeit ¢ + ¢*/® + 1 ist, daB sie einen eindeutigen
Punkt enthilt, der auf genau ¢/® + 1 Geraden liegt, die jeweils ¢%/® + 1 Punkte der
blockierenden Menge enthalten. Wir nennen diesen Punkt Vertex der minimalen
blockierenden Mengen. Die anderen Geraden nicht durch den Vertex treffen diese
blockierende Menge in einem oder in ¢'/3 + 1 Punkten.

Da im folgenden oft Kegel auftreten, deren Spitze ein k-dimensionaler Unterraum
und deren Basis eine nichttriviale geradenblockierende Menge der Méchtigkeit ¢ +
¢*/* + 1 in einer Ebene ist, definieren wir zu Vereinfachung eine Bezeichnung fiir
diese Kegel:

Definition 4.25 Wir nennen einen Kegel mit einer k-dimensionalen Spitze tiber

2/3

einer nichttrivialen geradenblockierenden Menge der Mdichtigkeit ¢+ q~/°+1 in einer

Ebene disjunkt zur Spitze einen k-KEGEL.

Ein k-KEGEL enthélt 0,5 + ¢*/% - ¢"**' Punkte.
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Lemma 4.26 a) Sein > m+2 und B’ eine m-blockierende Menge von PG(n—1, q),
die hichstens 0,, + ¢*/30,,_1 Punkte enthdlt.
Dann enthdlt B' einen m-dimensionalen Unterraum oder einen (m —2)-KEGEL.

b) Sei B' eine (m — 1)-blockierende Menge von PG(n —1,q), die héchstens 0, 1 +
¢*/30,,_o Punkte enthdlt.
Dann enthdlt B' einen (m — 1)-dimensionalen Unterraum oder einen (m — 3)-

KEGEL.
Beweis: Dies ist die Induktionsannahme. O

Die néchsten Lemmata werden wir nur in den Féllen n =m + 1 und n =m + 2
verwenden, aber sie werden hier fiir alle n > m bewiesen. Mit diesen Lemmata
reduziert sich der Beweis von Satz 4.6 darauf, zu zeigen, daf} jeder B-Punkt in
einem (m — 1)-dimensionalen Unterraum von B liegt.

Im folgenden kénnen wir Resultat 4.18 verwenden, da nach Bedingung (4.4) die
Miéchtigkeit von B héchstens 6y, 4 0,1 - ¢*/* und dies kleiner 2 - (¢™ + 1) ist.

Lemma 4.27 Je zwei (m — 1)-dimensionale Unterraume Ey und Ey von B schnei-
den sich in einem (m — 2)-dimensionalen Unterraum.

Beweis: Angenommen die Dimension von E; N Ey ist hochstens m — 3. Wie im
Beweis von Lemma 4.21 erhalten wir eine untere Abschitzung fiir die Anzahl der in
B enthaltenen Punkte:

1B| > (q+ 1) (01 (p— 1) + 1) + Oy,

Dies ist ein Widerspruch zu der oberen Grenze (4.4) fiir die Méchtigkeit von B. O

Lemma 4.28 Angenommen, jeder B-Punkt liegt auf einem (m — 1)-dimensionalen

Unterraum von B. Dann ist B ein m-dimensionaler Unterraum oder ein (m — 2)-
KEGEL.

Beweis: Nach Lemma 4.27 schneiden sich je zwei (m — 1)-dimensionale Unterrdume
von B in einem (m — 2)-dimensionalen Unterraum. Wir gehen wie im Beweis von
Lemma 4.22 vor und verwenden die obere Grenze (4.4) anstatt (4.3) fiir die Anzahl
der B-Punkte. OJ

Lemma 4.29 Sei P ein B-Punkt. Es gibt einen (m — 2)-dimensionalen Unterraum
U von B durch P.

Beweis: Da B minimal ist, gibt es einen (n — m)-dimensionalen Tangentialraum
F durch P. Wir betrachten eine Hyperebene 7 durch F. Die Menge B N 7 ist
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nach Lemma 2.24 eine (m — 1)-blockierende Menge von 7. Daher enthilt die Menge
BN nach Lemma 4.26 b) einen (m — 1)-dimensionalen Unterraum, einen (m — 3)-
KEGEL oder sie enthilt mehr als 6,,_; + ¢*/6,,_» Punkte. Der Punkt P gehort
zu der (m — 1)-blockierenden Menge, die in B N 7 enthalten ist, da P der einzige
B-Punkt auf F' C 7 ist. Im ersten Fall haben wir einen (m — 1)-dimensionalen
Unterraum von B durch P gefunden und im zweiten Fall, wenn BN einen (m — 3)-
KEGEL enthilt, dann gibt es mindestens einen (m — 2)-dimensionalen Unterraum
von B durch P.

Angenommen alle Hyperebenen durch F enthalten mehr als 6,,_1 + ¢*/30,,_o + 1
Punkte von B, also abgesehen von dem Punkt P = B N F noch mindestens 6,,_; +
¢*/?0,,_ Punkte von B auferhalb F. Wir zihlen inzidente Paare von B-Punkten
auflerhalb F' und Hyperebenen durch F. Ein Punkt auflerhalb F' liegt in 6, -
Hyperebenen durch F' und es gibt insgesamt 6,,_; Hyperebenen durch F'. Daraus
und mit der Bedingung (4.4) folgt

(|B| - 1) : 9m—2 > gm—l ) (gm_l + (]2/39m_2)
= (q : emfl + 9m71q2/3) . 0m72 > emfl : emfl + 9m71q2/30m72-

Dies ist ein Widerspruch und es muf} eine Hyperebene durch F' geben, die héchstens
Om + Om_1¢** Punkte von B und damit einen (m —2)-dimensionalen Unterraum von
B durch P enthilt. O

4.4.2 Beweis von Satz 4.6 im Fall n=m +1

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall n = m + 1, das heifit B trifft jede
Gerade von P. Wir nehmen an, dafl B kein m-dimensionaler Unterraum ist und
wollen zeigen, da§ B dann ein (m — 2)-KEGEL ist.

Lemma 4.30 Jeder B-Punkt liegt auf einer Cogeraden, die in B enthalten ist.

Beweis: Sei P ein B-Punkt. Angenommen P ist in keiner Cogeraden von B ent-
halten. Wir fithren diese Annahme in mehreren Schritten zum Widerspruch.

1) Es gibt einen (m — 2)-dimensionalen Unterraum U von B durch P:
Dies steht in Lemma 4.29.

2) Es gibt einen (m — 1)-dimensionalen Unterraum o, der B nur in U trifft:
Angenommen, jeder (m — 1)-dimensionale Unterraum durch U enthélt einen B-
Punkt @ auBerhalb von U. Dann folgt aus Resultat 4.18, daf} jede Gerade QR
mit R € U mindestens p Punkte von B auflerhalb U enthélt. Daher gibt es in
jedem (m — 1)-dimensionalen Unterraum durch U mindestens (p — 1)6,,—2 + 1
Punkte von B auflerhalb von U. Da es 6, verschiedene (m — 1)-dimensionale
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Unterrdume durch U gibt, folgt
1B > 605 (p— 1)z + 1) + Opy_s.
Dies ist ein Widerspruch zu (4.4).

Jede Hyperebene durch o enthilt einen (m — 3)-KEGEL aus B:

Sei 7 eine Hyperebene durch o. Da B N 7 nach Lemma 2.24 eine (m — 1)-
blockierende Menge von 7 ist, enthélt B N7 nach Lemma 4.26 b) einen (m — 3)-
KEGEL, einen (m—1)-dimensionalen Unterraum V oder mehr als 6,,,_; +¢*?0,,_o
Punkte. Im ersten Fall ist die Behauptung fiir diesen Beweisschritt gezeigt. Der
zweite Fall kann nicht auftreten, da wegen V No = U der Raum V ein (m — 1)-
dimensionaler Unterraum von B durch P im Widerspruch zu der Annahme am
Anfang des Beweises wiire.

Auch der dritte Fall ist nicht moglich. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, daf§
7 mehr als 0,, 1 + ¢*/?0,,_o Punkte von B enthilt. Dann gilt |B\ 7| < ¢™ +
¢ '¢*?. Daher gibt es mindestens eine Hyperebene 7' durch o, die weniger als
¢" '+ ¢ %2¢*/3 Punkte von B auflerhalb o, also weniger als 0,1 + ¢™ 2¢*/
Punkte vonB enthélt. Dann enthilt 7' N B nach Lemma 4.26 b) einen (m — 1)-
dimensionalen Unterraum und dieser (m — 1)-dimensionale Unterraum schneidet
o in U. Dies ist ein Widerspruch wie oben.

Es gibt hichstens Op,_s - ¢*/* Punkte von B auferhalb der (m — 3)-KEGEL von
B, die nach Schritt 2) in den Hyperebenen durch o enthalten sind:

Jeder (m — 3)-KEGEL enthilt 0,, | + ¢*3¢™2 Punkte und je zwei der (m — 3)-
KEGEL von B in den Hyperebenen durch o schneiden sich in den 6,,_» Punkten
von c N B = U. Die (m — 3)-KEGEL aus B in den Hyperebenen durch o
iiberdecken mindestens

(@+1) - (g +) - "+ Ops=0p + (¢" " +¢" %) - ¢*°
Punkte. Jetzt folgt die Aussage aus der oberen Grenze (4.4) fiir | B].

Jede Hyperebene durch o trifft B in einem (m — 3)-KEGFEL.

Sei Y die Menge der Coebenen, die in B enthalten sind und U in einem (m — 3)-
dimensionalen Unterraum schneiden. Dann enthilt ¥ genau (¢ + 1)(q + ¢*/?)
Coebenen:

Sei m eine Hyperebene durch o. Nach Schritt 3) enthdlt 7 N B einen (m — 3)-
KEGEL C'. Die Punkte von C erzeugen die ganze Hyperebene 7. Angenommen
es gibt einen B-Punkt R in (C) \ C. Jede Gerade von (C) trifft C'in 1 mod p
Punkten. (Eine Gerade, die die Spitze von C' trifft enthilt entweder einen oder
q + 1 Punkte von C', da die Spitze von C ein Unterraum ist. Eine Gerade ¢ von
(C), die die Spitze von C' nicht trifft, ist in einer Ebene E von (C) enthalten,
die die Spitze von C' nicht trifft. Der Schnitt F N C enthélt eine nichttriviale
geradenblockierende Menge der Michtigkeit ¢ + ¢*/* + 1. Jede Gerade von E
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trifft £ N C in 1, ¢*/* + 1 oder ¢*/® + 1 Punkten (vergleiche Bemerkung 4.24).
Dies gilt insbesondere fiir g). Nach Resultat 4.18 enthilt jede Gerade durch R,
die C trifft, noch mindestens p Punkte von B auflerhalb C'. Der Kegel C' trifft
jede Gerade von (C) und daher trifft jede Gerade von (C') durch R den Kegel C
und enthélt mindestens p Punkte von B\ C. Da es 6,1 Geraden in (C') durch
R gibt, enthélt der Unterraum (C') C 7 mindestens 6, 1 - (p — 1) + 1 Punkte
von B auBerhalb C'. Dies ist ein Widerspruch zu Schritt 4). Damit ist die erste
Behauptung gezeigt.

Eine Coebene von X trifft o in einem (m—3)-dimensionalen Unterraum von U und
erzeugt zusammen mit o eine Hyperebene, die B in einem (m — 3)-KEGEL trifft.
Also sind alle Coebenen von ¥ in den (m—3)-KEGFELn von B in den Hyperebenen
durch o enthalten. Da die Basis von einem (m — 3)-KEGEL q + ¢*/* + 1 Punkte
enthiilt, liegen ¢ 4+ ¢*® + 1 Coebenen in einem (m — 3)-KEGEL. Eine dieser
Coebenen ist U. Also liegen in einer Hyperebene durch o genau ¢+¢*?* Coebenen
von ¥.. Es gibt ¢+ 1 Hyperebenen durch . Daher sind (¢+1)(¢+¢*?) Coebenen
in Y enthalten.

Eine Cogerade durch U enthdlt 0, ¢'/* oder ¢*/* Coebenen von ¥. Wir nennen
diese Cogeraden durch U kleine, mattlere bezichungsweise grofe Cogeraden:
Die Cogerade o enthiilt keine Coebene von ¥ und ist daher eine kleine Cogerade.
Sei nun F eine Cogerade ungleich o durch U. Dann ist (o, F) N B nach Schritt 5)
ein (m — 3)-KEGEL C. Die Coebene U gehért zu C' und die Spitze V' von C
ist in U enthalten. Sei E eine Ebene von (o, F) disjunkt zu V. Dann ist ENC
eine nichttriviale geradenblockierende Menge der Michtigkeit ¢ + ¢*® + 1 von
E und der Punkt E' N U gehort zu dieser geradenblockierenden Menge. Die
Cogerade F' schneidet E in einer Geraden durch £ N U und diese Gerade trifft
die geradenblockierende Menge ENC in 0, ¢'/3 oder ¢*/* Punkten ungleich ENU
(vergleiche Bemerkung 4.24). Jeder Punkt von ((ENC)\U)NF erzeugt zusammen
mit V' eine Coebene von C die in F' enthalten ist. Dies sind die Coebenen von
Y aus F.

Fine Hyperebene durch eine kleine Cogerade o' trifft B in einem (m—3)-KEGEL
und enthdlt ¢ + ¢*/*> Coebenen von %:

Ist o gleich o, dann folgt die erste Behauptung aus Schritt 5). Ist o’ ungleich
o, dann folgt aus Schritt 5), daf die Hyperebene (o, ¢’) die Menge B in einem
(m — 3)-KEGEL trifft. Da o' keine Coebene von ¥ enthélt, ist o' N B gleich
U. Sei m eine Hyperebene durch ¢’. Wir kénnen fiir ¢’ die gleichen Argumente
anwenden wie fiir o, da o eine beliebige kleine Cogerade mit c N B = U war.
Dann folgt aus Schritt 5), dal # N B ein (m — 3)-KEGEL C' ist. Der Kegel C
enthiilt ¢ + ¢?/® + 1 Coebenen und U ist eine davon. Die Spitze von C ist in U
enthalten, da die Dimension von U gleich m — 2 ist. Daher gehoren die Coebenen
ungleich U von C zu ¥.
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8)

Es gibt eine mittlere Cogerade durch U :

Angenommen, es gibt keine mittlere Cogerade durch U. Dann ist nach Schritt 6)
jede Cogerade durch U entweder grofi oder klein. Jede Coebene von ¥ liegt in
einer eindeutigen grofien Cogerade. Nach Schritt 5) gibt es (¢ + 1)(g + ¢*?)
Coebenen in X. Insgesamt existieren also

(g +1)(q+q*?)
2/

=(¢+1)(¢"*+1) =

grofle Cogeraden. Sei h eine grofle Cogerade. Wir betrachten die Hyperebenen
durch h. Enthilt eine Hyperebene 7 durch h eine kleine Cogerade, dann folgt aus
Schritt 7), daB 7 N B genau ¢+ ¢*/*> Coebenen von ¥ enthilt. In diesem Fall gibt
es ¢'/? +1 groBe Cogeraden in . Enthilt 7 keine kleine Cogerade, dann sind alle
q + 1 Cogeraden von 7 durch U grof}. Sei ¢ die Anzahl der Hyperebenen durch
h, die eine kleine Cogerade enthalten, und sei d die Anzahl der Hyperebenen, die
keine kleine Cogerade enthalten. Dann gilt c4+d = ¢+ 1 und ¢¢'/? +dg+1 = s.

2/3

Daraus folgt d = ‘]2']/2—3/?;1. Dies ist nicht méglich, da ¢*/? eine ungerade ¢%/3 — 1

aber eine gerade Zahl ist.

Der Widerspruch:

Nach Schritt 8) existiert eine mittlere Cogerade h. Enthélt eine Hyperebene 7*
durch h eine kleine Cogerade, dann folgt mit Schritt 7), dal 7* N B genau g+
Coebenen von Y enthélt.

Angenommen jede Hyperebene durch h enthélt eine kleine Cogerade. Dann gilt
X = (¢ + 1) (¢ + ¢*? — ¢*/3) + ¢/3, ein Widerspruch zu Schritt 5). Daher
gibt es mindestens eine Hyperebene 7, die keine kleine Cogerade enthilt. Die
Hyperebene 7 enthilt ¢ + 1 Cogeraden, die mittlere oder grofle Cogeraden sind.
Daher enthilt 7 N B mindestens ¢'/3¢ Coebenen von ¥, die nicht in & liegen.
Angenommen eine andere Hyperebene «’ durch A enthilt auch keine kleine Co-

1/3

gerade. Genau wie fiir 7 folgt, dafl in 7" mindestens ¢'/°q Coebenen von ¥ nicht

enthalten in A liegen. Dann gibt es in ¥ mindestens
2¢'Pq+(a—1)-(g+ ¢ —¢"®) + ¢

Coebenen im Widerspruch zu Schritt 5).
Also gibt es genau eine Hyperebene 7 durch h, die keine kleine Cogerade enthélt.
Im folgenden wird nur noch diese Hyperebene 7 betrachtet. In 7 gibt es

S| —qlg+ ¢ —¢"P)=q"Pg+q+ P =5

Coebenen von ¥. Sei ¢ die Anzahl der mittleren Cogeraden und d die Anzahl
der groflen Cogerade von 7. Da 7 keine kleine Cogerade enthélt, gilt ¢ +d =
¢+ 1. In jeder mittleren Cogerade liegen ¢'/> Coebenen von ¥ und jede grofe
Cogerade enthilt ¢%® Coebenen von . Also gilt c¢'/? + d¢?/® = s. Daraus folgt
d = %, aber das ist ein Widerspruch, da ¢?/® + ¢'/*> — 1 eine ungerade
¢'/? — 1 aber eine gerade Zahl ist.
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O

Lemma 4.27 und Lemma 4.28 schlieffen den Beweis zum Satz 4.6 fiir den Fall n =
m + 1 ab.

4.4.3 Beweis von Satz 4.6 im Fall n =m + 2

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall n = m + 2, das heift, jede Ebene von P
enthélt mindestens einen Punkt von B. Angenommen B ist kein m-dimensionaler
Unterraum. Wir wollen in mehreren Lemmata zeigen, dafi B ein (m — 2)-KEGEL
ist. Zuerst zeigen wir dies mit einer dhnlichen Technik wie im vorherigen Abschnitt.
Der Beweis von dem abschlielenden Lemma 4.35 kann aber durch die Verwendung
von Satz 4.1 verkiirzt werden, was im Anschlufl an den Beweis von Lemma 4.35
aufgefiihrt ist.

Lemma 4.31 Sei P ein Punkt, der nicht in B liegt, und m eine Hyperebene nicht
durch P. Die Projektion B(P,m) enthdlt einen m-dimensionalen Unterraum oder
einen (m — 2)-KEGEL.

Beweis: Nach Lemma 2.12 ist B(P, ) eine m-blockierende Menge von , trifft
also wegen n — 1 = m + 1 jede Gerade von 7. Die Behauptung folgt dann aus
Lemma 4.26 a). O

Lemma 4.32 Enthilt fir einen Punkt P ¢ B und eine Hyperebene m nicht durch P
die Menge B(P, ) einen m-dimensionalen Unterraum U, dann ist B ein (m — 2)-

KEGEL.

Beweis: Sei ' die Hyperebene (P, U). Dann enthélt 7’ mindestens 6, Punkte von
B. Nach Lemma 2.26 ist 7' N B eine m-blockierende Menge von n’. Da B minimal
und entsprechend der Annahme am Anfang des Beweises B kein m-dimensionaler
Unterraum ist, folgt die Behauptung aus Lemma 4.26 a). U

Gibt es einen Punkt P ¢ B und eine Hyperebene 7 nicht durch P, so dal B(P, )
einen m-dimensionalen Unterraum enthélt, dann schlieffit Lemma 4.32 den Beweis
zum Satz 4.6 ab. Wir setzen also von jetzt an voraus, dafl es keinen Punkt P ¢ B
und keine Hyperebene 7 mit P ¢ 7 gibt, so dal B(P,7) einen m-dimensionalen
Unterraum enthilt.

Lemma 4.33 Sei T eine Menge von B-Punkten. Angenommen es gilt |B| = 0,, +
(g™ ' + ¢™2) - ¢*/3. Projizieren wir die B-Punkte von einem Punkt P ¢ B auf
eine Hyperebene m nicht durch P, dann werden die Punkte von T auf mindestens
|T| — ¢™ 2% - ¢*/® Punkte abgebildet.
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Beweis: Nach Lemma 4.31 enthilt die Menge B(P, ) einen m-dimensionalen Un-
terraum oder einen (m — 2)-KEGFEL C. Wegen der obigen Annahme kann der
erste Fall nicht auftreten. Der Kegel C' besteht aus 6, + ¢™'¢*?® Punkten. Aus
|B| = 0+ (¢™ 1+ ¢ 2)¢%? folgt | B(P, )| > |C] = |B| —q™ %-¢?/3. Daher gilt die
Behauptung fiir 7' = B. Aber dann muf} die Behauptung auch fiir jede Untermenge
von B gelten. OJ

Lemma 4.34 Sei g eine Gerade disjunkt zu B und seien Py, Py, ..., P, die Punkte
von g. Seien w; Hyperebenen nicht durch P; firi = 0,1,...,q. Nach Lemma 4.31
und der obigen Annahme enthdilt jede Menge B(P;,m;) einen (m — 2)-KEGEL C;.

Dann gilt
q+1

Z |B(P;, 1) \ Ci| < q - Op34°"*.

i=1
Das heifit, hochstens q - Op,_3q>/® Punkte werden nicht auf die Kegel C; projiziert.
Gilt |B] < O + (¢ + ¢™2)¢*?, dann ist fiir jeden Punkt P ¢ B und jede
Hyperebene m nicht durch P die Menge B(P, ) ein (m — 2)-KEGFEL.

Beweis: Wir zihlen die Punkte, die fiir die (m — 2)-KEGEL C; benotigt werden,
und die projizierten Punkte in 32" | B(P;, m;)|.

q+1

DoIGH =g+ 1) O+ 0" 'g) (4.20)

Da B jede Ebene trifft, enthilt jede Ebene durch ¢ mindestens einen B-Punkt
auflerhalb g. Jeder andere B-Punkt in solch einer Ebene triagt héchstens noch ¢
su S |B(P;, ;)| bei. Es gibt 6,, Ebenen durch g. Zusammen mit der oberen
Grenze (4.4) fiir die Anzahl der B-Punkte ergibt sich daraus

g+1
Y IB(Pm)| < (g4 1) O+ q - O™’ (4.21)
i=1
Daraus folgt mit (4.20), und da der Kegel C; fiir alle i in B(P;, ;) enthalten ist, die
erste Behauptung.
Durch jeden Punkt P ¢ B gibt es eine Gerade g, die B nicht trifft, da P auf
Omi1 Geraden liegt und |B| nach Bedingung (4.4) kleiner als 6, ist. Gilt |B| <
Om + (g™ + ¢™2)¢?/?, dann verbessert sich die Abschiitzung (4.21) zu

q+1 q+1
Y IBPm) < (g+1) - On+q- (¢"" +¢" )P <D |G,
i=1 =1

Also gehoren alle Punkte von B(P;, 7;) zu dem (m — 2)-KEGEL C;. Insbesondere
gilt dies fiir B(P, ). O
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Lemma 4.35 Jeder B-Punkt liegt auf einem (m—1)-dimensionalen Unterraum von

B.

Beweis: Sei P ein B-Punkt. Angenommen es gibt keinen (m — 1)-dimensionalen

Unterraum von B durch P.

1)

2)

FEs gibt einen (m — 2)-dimensionalen Unterraum U von B durch P:
Dies folgt aus Lemma 4.29.

Es gibt eine Cogerade o mit cN B =U:

Angenommen jede Cogerade durch U enthélt noch mindestens einen Punkt @)
von B auflerhalb U. Nach Resultat 4.18 liegen auf jeder Geraden ()R mit einem
Punkt R aus U mindestens p Punkte von B auflerhalb U. Daher enthélt jede
Cogerade durch U mindestens (p — 1), » + 1 Punkte von B\ U. Wir zihlen
inzidente Paare von B-Punkten auflerhalb U und Cogeraden durch U. Ein Punkt
auflerhalb von U liegt in #y dieser Cogeraden durch U und es gibt (6265)/(¢+ 1)
Cogeraden durch U. Daraus folgt

0,05
A(p—1)0,y0 + 1
o (p—1)0p—o+1)

= B> (¢ + 1) ((p— 102+ 1) + s,

v

(IB] = On—2) - 62

im Widerspruch zur Bedingung (4.4).

Jede Hyperebene durch o enthdlt einen (m — 3)-KEGEL von B:
Dies folgt mit derselben Argumentation wie in Schritt 3) des Beweises von Lem-
ma 4.30.

Es gibt hichstens Op,_s-q*® Punkte von B auferhalb der (m —3)-KEGEL in den
Hyperebenen durch o:
Dies folgt wie in Schritt 4) des Beweises von Lemma 4.30.

Jede Hyperebene durch o trifft B in einem (m — 3)-KEGEL:

Sei 7 eine Hyperebene durch o. Nach Schritt 3) enthédlt 7 N B einen (m — 3)-
KEGEL C. Angenommen, es gibt einen Punkt R von B in 7\ C.

Liegt R in (C), dann folgt wie in Schritt 5) des Beweises von Lemma 4.30, daf}
der Unterraum (C') C 7 mindestens 6, 1 - (p — 1) + 1 Punkte von B auferhalb
C enthilt. Dies ist aber ein Widerspruch zu Schritt 4).

Also liegt R in 7 \ (C). Es gibt |C| = 0,1 + ¢™ 2¢*? Geraden durch R, die
C in einem Punkt treffen und jede dieser Geraden enthélt nach Resultat 4.18
mindestens p Punkte von B auflerhalb C. Daher liegen mindestens (6,, 1 +
™ 2¢*?%) - (p — 1) + 1 Punkte in (7 N B) \ C' im Widerspruch zu Schritt 4).

Sei F eine Coebene durch U. Die Menge BN F enthilt 1, ¢'/3 +1 oder ¢*/* + 1
Unterrdume der Dimension m —2. Wir nennen diese Coebenen durch U kleine,
mattlere beziehungsweise grofie Coebenen:
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Liegt F'in o, dann ist F' eine kleine Coebene, da c N B = U.

Sei nun F' nicht in o enthalten. Dann ist (o, F') N B nach Schritt 5) ein (m — 3)-
KEGEL C. Der Unterraum U gehort zu C' und die Spitze V von C' liegt in
U. Sei E eine Ebene von (C) disjunkt zu V. Dann ist E N C eine nichttriviale
geradenblockierende Menge der Michtigkeit ¢ + ¢*/* 4+ 1 von E und der Punkt
ENU gehort zu dieser Menge. Der Unterraum F' schneidet E' in einem Punkt
oder einer Geraden durch £ NU.

Ist E N F ein Punkt, dann ist F N B = U und F ist eine kleine Coebene.

Ist E N F eine Gerade [, dann trifft [ die geradenblockierende Menge £ N C' in
1, ¢*/? 4+ 1 oder ¢*/* + 1 Punkten (vergleiche Bemerkung 4.24). Jeder Punkt von
[N C erzeugt zusammen mit V' einen (m — 2)-dimensionalen Unterraum von C,
der in F liegt, und dies sind alle (m — 2)-dimensionalen Unterrdume von C' und
damit von B in F'.

Die Menge B enthilt 0,, + (¢™ " +q™2) - ¢*/® Punkte. Ist Q ein Punkt auferhalb
B und 7 eine Hyperebene nicht durch @), dann ist B(Q, ) ein (m — 2)-KEGFEL:
Nach Schritt 5) trifft jede Hyperebene durch o die Menge B in einem (m — 3)-
KEGEL. Diese Kegel schneiden sich in U und jeder Kegel enthélt ¢ 1 +4¢%/3.¢™ 2
Punkte von B\ U. Daher gilt

Bl=(a+1) - (¢" '+ ¢" ) + 0.
Die zweite Behauptung folgt aus Lemma 4.34.

Eine Hyperebene durch U, die eine Cogerade o' mit o' N B = U enthdlt, trifft B
in einem (m — 3)-KEGEL:

Wir konnen auf ¢’ die gleiche Argumentation wie fiir ¢ anwenden, da o eine
beliebige Cogerade mit 0 N B = U durch U war. Dann folgt die Behauptung aus
Schritt 5).

Es gibt eine mittlere Coebene durch U
Angenommen, alle Coebenen durch U sind klein oder grofl. Sei h eine grofe
Coebene durch U.

i) Es gibt (q+1)-(¢*3+1) = ¢*® +q+¢*3+1 =: s grope Coebenen durch U:
Sei 7 eine Hyperebene durch o. Nach Schritt 5) ist die Menge m N B ein
(m —3)-KEGEL, der U enthilt. Dieser (m —3)-KEGEL enthilt ¢+ ¢*? Un-
terrdume der Dimension m — 2, die U in einem (m — 3)-dimensionalen Unter-
raum treffen. Diese ¢+ ¢%/® Unterrdume der Dimension m — 2 sind in ¢'/3 +1

2/3 Unterrdume der

groflen Coebenen enthalten, da in einer grofle Coebene ¢
Dimension m — 2 von B ungleich U liegen. Es gibt also (¢+1)(¢*/? +1) = s

grofle Coebenen in den Hyperebenen durch o.

ii) Eine Cogerade o*, die mindestens zwei grofle Coebenen h', h* und eine kleine
Coebene F' durch U enthdlt, enthdlt ¢"/* + 1 grofie Coebenen:
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iii)

iv)

Da s kleiner als 5 ist und jeder B-Punkt nicht enthalten in U zusammen
mit U eine grofle Coebene erzeugt, gibt es eine Cogerade o' durch F, die
keinen B-Punkt auflerhalb U enthélt. Nach Schritt 8) trifft die Hyperebene
(0',0*) die Menge B in einem (m — 3)-KEGEL C. Die Spitze V von C ist
in U enthalten. Sei E eine Ebene von (C') disjunkt zu V. Dann schneiden
h' und h* die Ebene F in zwei verschiedenen Geraden durch F NU. Daher
liegt. C' in (W', h*). Wie in Schritt 9i) folgt, daf8 ¢'/3> 4+ 1 groBe Coebenen in
dem Kegel C' enthalten sind.

Es gibt eine Hyperebene 7' durch h die g+ ¢'/*> + 1 grofe Coebenen enthilt:
Nach Schritt 8) trifft eine Hyperebene, die eine Cogerade ¢’ mit o' N B = U
enthilt, die Menge B in einem (m — 3)-KEGEL und wie in Schritt 9i) liegen
¢'? +1 groBe Coebenen in dieser Hyperebene. Also enthilt jede Hyperebene
durch h mindestens ¢'/3 41 groBe Coebenen. Da s grofer als (g+1)-¢'/3 +1
ist, gibt es eine Hyperebene 7’ durch h die keine solche Cogerade, die B nur
in U trifft, enthédlt. Da s kleiner als 6 ist, enthélt die Hyperebene 7' eine
kleine Coebene F'. Da in 7’ keine Cogerade liegt, die B nur in U trifft, enthélt
jede Cogerade von ' durch U einen B-Punkt auflerhalb von U und damit
nach Schritt 6) eine grofie Coebene. Insbesondere gilt dies fiir die Cogeraden
durch F. Daher enthélt jede Cogerade von 7' durch F' mindestens eine grofie
Coebene und 7" enthélt mindestens ¢ + 1 grofie Coebenen.

Angenommen eine andere Hyperebene 7* durch h enthilt mehr als ¢*/? + 1
grofle Coebenen. Die selbe Argumentation wie fiir 7’ zeigt, dafl 7* dann
mindestens ¢ + 1 grofle Coebenen enthilt. Jede Hyperebene durch h enthélt
mindestens ¢*/® + 1 groBe Coebenen. Also gibt es mindestens (¢ — 1) - ¢/ +
2¢+1 groBe Coebenen. Aber das ist ein Widerspruch, da (¢—1)-¢"/?42¢+1
grofler als s ist.

Also trifft jede Hyperebene ungleich ©’ durch h die Menge B in genau ¢'/3+1
3 — g4 g3

In 7' gibt es ¢*/* +1 Cogeraden durch h, die ¢'/* +1 grofie Coebenen enthal-
ten. Die anderen Cogeraden von ©' durch h enthalten keine grofie Coebene

groflen Coebenen und 7’ enthélt s — ¢ - ¢ + 1 grofle Coebenen.

ungleich h:

Nach Schritt 9ii) enthélt jede Cogerade, in der mindestens zwei grofie Coebe-
nen und eine kleine Coebene liegen, genau ¢'/® + 1 grofie Coebenen. Wenn
jede Cogerade von 7' durch h eine kleine Coebene enthélt, haben wir die
Behauptung fiir diesen Schritt gezeigt.

Wir nehmen also an, daf} es in 7’ eine Cogerade ¢” durch h gibt, die keine
kleine Coebene enthilt. Dann gibt es ¢+ 1 groflie Coebenen in ¢” und es gilt
0" NB| = (qg+1)-¢*%-¢"2+0,, 5. In B liegt kein m-dimensionaler Unter-
raum und deshalb gibt es einen Punkt @ in ¢” \ B. Sei 7 eine Hyperebene
nicht durch ). Projizieren wir B von @ auf 7, dann werden die Punkte von

T := ¢" N B auf hochstens 6,,_; Punkte abgebildet, da die Dimension von
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vi)

o" gleich n — 2 = m ist. Aber dies ist ein Widerspruch zu Lemma 4.33 | da
T)=(qg+1)-¢** - q" 7 + O s.

Eine Gerade g von ' disjunkt zu U trifft B in héchstens ¢'/* + 1 Punkten:
Nach der Annahme von Schritt 9) und Schritt 6) ist jede Coebene durch U
grof} oder klein und jeder B-Punkt von g erzeugt zusammen mit U eine grofle
Coebene. Sei b’ eine Coebene, die von einem B-Punkt von g und U erzeugt
wird. Die Gerade g liegt in der Cogeraden (U, g) durch A’. Wir kénnen die
gleiche Argumentation, die wir fiir die Coebene h verwandt hatten, auf die
Coebene h’' anwenden, weil h als grofle Coebene beliebig gewéhlt war. Nach
Schritt 9iv) enthlt eine Cogerade von 7' durch h héchstens ¢/? + 1 groBe
Coebenen. Dies gilt auch fiir die Cogerade (U, g).

Der Widerspruch:

Sei ¥ die Menge der (m — 2)-dimensionalen Unterriumen von 7' N B. Aus
Schritt 9iv) folgt, daB in & genau ((¢*3+1)¢"/3+1)¢*3+1 =: S Unterrdume
der Dimension m — 2 liegen. Wegen der Bedingung (4.4) gibt es einen Punkt
P" aufierhalb 7' U B. Nach Schritt 7) ist die Menge B(P',7') ein (m — 2)-
KEGEL C.

Angenommen die Spitze V' von C ist ungleich U. Jeder Unterraum von X
ungleich V ist in C' enthalten und erzeugt zusammen mit V' einen eindeutigen
(m — 1)-dimensionalen Unterraum von C'.

Wir zeigen, daf ein (m—1)-dimensionaler Unterraum E von C' nicht durch U
hochstens ¢'/3 +1 Unterrdume von ¥ enthélt: Fiir m = 2 ist dies Schritt 9v).
Fiir m > 3 sei g eine Gerade von F disjunkt zu U. Aus der Dimensionsformel
folgt, dafl g existiert, jeder Unterraum von ¥, der in F liegt, die Gerade g
trifft und ¢ in keinem Unterraum von ¥ enthalten ist, da ¢ disjunkt zu U ist
und alle Unterrdume von ¥ den Raum U in einem (m — 3)-dimensionalen
Unterraum treffen. Aus Schritt 9v) folgt, da g hochstens ¢'/% + 1 Punkte

1/3 4+ 1 Unterrdume von Y enthiilt.

von B und damit F hochstens ¢
Die Spitze V' trifft U in einem (m — 3)-dimensionalen Unterraum, da U in
C liegt. Die Coebene (U, V') ist klein oder grof. Daher enthilt (U,V) N B
héchstens ¢?/2 + 1 Unterrdume der Dimension m — 2 und mindestens S —
(¢*® + 1) = ¢*/3¢ + ¢ Unterrdume von ¥ sind nicht in (U, V) enthalten.
Ein Unterraum von ¥ ungleich V' erzeugt zusammen mit V' einen (m — 1)-
dimensionalen Unterraum von C' und wie oben gezeigt enthélt jeder der
(m — 1)-dimensionalen Unterriume von C ungleich (U, V') héchstens ¢'/3 41
Unterrdume von Y. Dies liefert eine untere Schranke fiir die Anzahl k£ der

(m — 1)-dimensionalen Unterrdume von C.

2/3

>4 9T9 g
qi/3 +1

Dies ist ein Widerspruch, da ¢ + ¢*/® 4+ 1 solcher Unterrdume in C' enthalten

sind, das heifit & kleiner gleich ¢ + ¢*/* 4+ 1 sein mu8.
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10)

11)

Daher muf8 U die Spitze von C sein. Sei U eine Ebene von 7/, die U nicht
trifft. Die groen Coebenen sind in den (m — 1)-dimensionalen Unterrdumen
von C enthalten und treffen U in Punkten, die in einer nichttrivialen gera-
denblockierenden Menge U von U der Miichtigkeit g-+¢%/3+1 enthalten sind.
Es gibt ¢ + ¢*/® + 1 groBe Coebenen in 7' und eine Cogerade von 7' durch h
enthilt 1 oder ¢!/ + 1 groBe Coebenen nach Schritt 9iv). Also enthilt jede
Gerade von U durch hNU einen oder ¢'/% 4+ 1 Schnittpunkte mit grofen Co-
ebenen und AN T ist nicht der Vertex von U (vergleiche Bemerkung 4.24).
Die ¢2/3 — ¢*/3 Punkte von U, die nicht in einer groien Coebene enthalten
sind, liegen auf der Geraden durch den Vertex von U und hNU. Sei '
eine grofe Coebene ungleich h, die U in einem Punkt nicht auf der Geraden
durch h NT und dem Vertex von U trifft. Wegen der Eigenschaften von

1/3 11 groBe Coebene in 7’
2/3

U" (vergleiche Bemerkung 4.24) und da es ¢ + ¢
gibt, gibt es eine Gerade ¢’ von U durch A’ N U, die mindestens ¢*/® und
hochstens ¢?/® + 1 groBe Coebenen trifft. Daher enthélt die Cogerade (U, g')
mindestens ¢*/3 groBe Coebenen und mindestens eine kleine Coebene. Dies

ist ein Widerspruch zu Schritt 9ii).

Es qibt eine mittlere Coebene h und eine Cogerade o durch h, die B nur in
Punkten von h trifft:

Nach Schritt 9) gibt es eine mittlere Coebene h. Eine Cogerade durch h, die
einen B-Punkt R von B auflerhalb h enthilt, trifft nach Resultat 4.18 auf jeder
Geraden R() mit einem Punkt ) aus hN B die Menge B in mindestens p Punkten
auBerhalb h. Da |h N B| gleich ¢'/2¢™ 2 + 0,,_, ist, enthiilt diese Cogerade
mindestens (p — 1)(¢"/3¢™ 2 +0,, ») + 1 Punkte von B auferhalb h.
Angenommen jede Cogerade durch h enthélt einen B-Punkt auflerhalb h, dann
gilt

[B] > 02+ ((p = 1)(¢"°¢" ™ + Omz) + 1) +|h N BJ.
Dies ist ein Widerspruch zu (4.4).

FEs gibt mindestens zwei (m — 3)-KEGEL Cy und Cy von B, die sich in h N B
schneiden:

Nach Schritt 5) ist die Menge (o,0") N B ein (m — 3)-KEGEL C4.

Sei m* eine Hyperebene durch o ungleich (o,0%) und sei F' eine Coebene von
o™, die B in U trifft. Enthilt 7** eine Cogerade o** durch F' mit o** N B = U,
dann ist nach Schritt 8) die Menge 7** N B ein (m — 3)-KEGEL Cy, der hN B
enthilt und wir haben die Behauptung fiir diesen Schritt gezeigt.
Angenommen, keine Hyperebene ungleich (o, 0%) durch o enthilt einen (m—3)-
KEGEL von B. Da m* keinen (m — 3)-KEGEL von B enthilt, liegt in jeder
Cogeraden von 7** durch F ungleich o ein B-Punkt auflerhalb U, da andernfalls
Schritt 8) zu einem Widerspruch fiihren wiirde. Nach Schritt 6) enthilt diese
Cogerade mindestens eine mittlere oder grofle Coebene und daher mindestens
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12)

¢'/? - ¢™ 2 Punkten von B auBerhalb o*. In 7** gibt es ¢ Cogeraden ungleich o*

durch F', daher gilt
(7 \ot)NB| > q-(¢*?-¢™2) =1t
Wir zihlen die B-Punkte in den Hyperebenen durch o™.

4t +](0.0*) N B| < |B]
qZ . (q1/3 . qm—Z) +9m—1 +qm—2q2/3 S |B|

Dies ist ein Widerspruch zu (4.4).

Der Widerspruch

Nach 11) gibt es mindestens zwei (m — 3)-KEGEL C) und Cy von B, die sich
in A N B schneiden. Sei @) ein Punkt von h\ B und 7 eine Hyperebene nicht
durch Q. Wir betrachten B(Q, 7). Die B-Punkte der Kegel C} und Cy werden
auf die Punkte zweier Coebenen durch einen (n — 4)-dimensionalen Unterraum
abgebildet. Diese Coebenen enthalten ¢™~' + 6,,, | und die (m — 3)-KEGEL C,
und C,5 enthalten

2(q2/3 . qm72 + Hmfl) . (q1/3 . qm72 + 0m72) — qul + 9m71 + (2q2/3 . q1/3)qm72
Punkte. Aus Lemma 4.33 mit T := C; U C}, folgt,
(2q2/3 _ q1/3)qu2 < g2 q2/3,
ein Widerspruch.
O

Wie am Anfang des Abschnitts beschrieben, kann der Beweis von Lemma 4.35

durch die Verwendung von Satz 4.1 verkiirzt werden. Dann miifite man die folgenden
Schritte nach Schritt 5) einfiigen:

6)

Die Menge B enthilt 0,, + (¢™' + ¢™2) - ¢*/®> Punkte:
Der Beweis zu diesem Schritt entspricht dem von Schritt 7) aus dem Beweis zum
Lemma 4.35.

Der Widerspruch:

Nach Schritt 6) ist die Michtigkeit von |B| gleich 6,, + (¢™' +¢™2) - ¢*/3. Da g
keine Quadratzahl ist, folgt aus Satz 4.1, daf die Dimension von (B) hochstens
m+ 1 ist. Daher konnen wir die selbe Argumentation wie in dem Abschnitt 4.4.2
auf (B) anwenden. Aus Lemma 4.30 folgt, dafl es einen (m — 1)-dimensionalen
Unterraum von B durch P gibt, ein Widerspruch.

Lemma 4.27 und Lemma 4.28 schlieffen den Beweis zu Satz 4.6 fiir den Fall

n—=m+ 2 ab.
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4.4.4 Beweis von Satz 4.6 im Fall n > m + 2

Lemma 4.36 Die Menge B ist ein m-dimensionaler Unterraum oder ein (m — 2)-
KEGEL.

Beweis: Sei P ein Punkt aulerhalb B und 7 eine Hyperebene nicht durch P. Da
B(P,m) nach Lemma 2.12 eine m-blockierende Menge von 7 ist, folgt aus Lem-
ma 4.26 a), dafl die Menge B(P, ) einen m-dimensionalen Unterraum U oder einen
(m — 2)-KEGEL C enthilt. Da n grofler als m + 2 ist, gibt es eine Hyperebene 7’
durch P, die U beziehungsweise C' enthélt. Daher enthélt 7' mindestens 6, Punkte
von B. Nach Lemma 2.26 ist 7' N B eine m-blockierende Menge von 7’. Jetzt folgt
die Behauptung aus Lemma 4.26 a) und der Minimalitéit von B. 0J

4.5 Anhang: Beweis von Resultat 4.7

Dieser Abschnitt orientiert sich stark an [23] von T. Szényi.

Der Beweis verwendet algebraische Methoden und gilt daher nur fiir desarguessche
projektive Ebenen. Sei also B eine minimale geradenblockierende Menge von P mit
|IB| < 3(¢ +1)/2. Fiir ¢ € {2,3} gibt es keine nichttriviale geradenblockierende
Menge mit weniger als 3(¢+ 1)/2 Punkten und fiir ¢ = 4 ist nach Resultat 2.16 eine
Baerunterebene die einzige nichttriviale geradenblockierende Menge mit hochstens
7 Punkten. In dieser trifft jede Gerade B in 1 mod ,/q Punkten und Resultat 4.7
ist erfiillt. Sei k eine Zahl, so daB |B| = ¢ + k + 1. Wir koénnen also annehmen, daf}

3(g+1) k<q+1

B| <
Bl < 22, .

und 5 <g. (4.22)

Lemma 4.37 (BLOKHUIS, BROUWER, [5]) Durch einen Punkt von B gibt es minde-
stens ¢ — k Tangenten.

Beweis: Angenommen, durch den Punkt P aus B gibt es weniger als ¢ — k Tan-
genten. Da B minimal ist, gibt es eine Tangente ¢ durch P. Wir wéhlen diese
als unendlich ferne Gerade und betrachten die affine Ebene P \ t. In dieser wer-
den alle Geraden aufier den Tangenten durch P durch Punkte von B\ ¢ blockiert.
Wenn wir zu B\ t auf jeder Tangente durch P ungleich ¢ einen Punkt hinzufiigen,
ist die resultierende Menge also eine blockierende Menge der affinen Ebene P \ t.
Da es weniger als ¢ — k Tangenten durch P gibt, enthélt diese Menge weniger als
|B| + (¢ — k — 1) = 2¢ — 1 Punkte. Dies ist ein Widerspruch zu einem Resultat
von Jamison [18] und Brouwer, Schrijver [13], nach dem eine blockierende Menge in
einer affinen Ebene mindestens 2¢ — 1 Punkte enthélt. O

Aus Lemma 4.37 und Bedingung (4.22) folgt, daf§ jeder B-Punkt auf mindestens
zwei Tangenten liegt. Sei [, eine dieser Tangenten. Wir betrachten die affine Ebene
A := P\ Il und kénnen die Punkte von .4 mit inhomogenen Koordinaten (z,y),

80



z, y aus GF(q), bezeichnen. Die Geraden einer Parallelenschar von A treffen [,
in einem Punkt. Sei (co) der Schnittpunkt der vertikalen Geraden von A mit /.
Wir kénnen annehmen, da8 [, die Menge B in (co) trifft und dafl auch die Gerade,
die in A die Gleichung x = 0 erfiillt, eine Tangente ist. Dies schriankt nur die
Moglichkeiten ein, die Koordinaten von A festzulegen. Nicht vertikale Geraden von
A kann man in der Form y = mz+b mit m,b € GF(q) darstellen. Den Schnittpunkt
der Geraden von A mit Steigung m mit [, bezeichnen wir mit (m). Die Punkte
von U := BN A haben eindeutige inhomogene Koordinaten (a;, b;), i = 1,..,q + k.
Durch diese Koordinaten wird nun das Rédei-Polynom H in zwei Variablen X und
Y definiert, das im folgenden untersucht wird. Sei also

q+k
H(X,Y):=[[(X + &Y = b). (4.23)
i=1
Ein Faktor X + ;Y — b; von H ist genau dann gleich Null, wenn der Punkt
(a;, b;) auf der Geraden mit Achsenabschnitt X und Steigung Y liegt. Das heifit,
wenn man in H fiir X den Achsenabschnitt und fiir Y die Steigung einer Geraden
I ={(x,y) € Aly = Y+ X}, einsetzt, so ist H(X,Y) genau dann gleich Null, wenn
[ mindestens einen Punkt von U trifft. Mit dem nichsten Lemma wird der Zu-
sammenhang der Vielfachheit einer Nullstelle von H mit der Anzahl der U-Punkte
auf einer Geraden deutlich. Das Polynom H enthilt somit Information iiber die
Lage der Punkte von U. Dabei werden Geraden mit konstanter Steigung yo, das
heiflit Geraden einer Parallelenschar, oder Geraden mit einem konstanten Achsenab-
schnitt zy betrachtet, so dafy das zu untersuchende Polynom nur von einer Variablen
abhéngt. Fiir konstantes y, beziehungsweise konstantes xy bezeichnen wir H (X, yo)
mit H,,(X) beziehungsweise H(xo,Y") mit H, (Y").

Lemma 4.38 Sei yy eine Konstante aus GF(q). Das Polynom H,, hat eine r-fache
Nullstelle an der Stelle X = o genau dann, wenn die Gerade | = {(z,y) € Aly =
Yo - T+ xo} die Menge U in r Punkten trifft.

Dies ist genau dann der Fall, wenn fir ein xo aus GF(q) das Polynom H,, eine
r-fache Nullstelle an der Stelle Y = vy, hat.

Insbesondere gilt H(X,Y) =0 fir alle X,Y aus GF(q).

Beweis: Die Vielfachheit der Nullstelle zy von H,, entspricht der Anzahl der Fak-
toren (X + a; - yo — b;) von Hy, die fiir X = z, verschwinden, da GF(q)[X][Y] ein
ZPE-Ring und die Zerlegung von H in Linearfaktoren damit eindeutig ist. Jeder
Punkt (a;,b;) von U auf [ erfiillt zq + a; - yo — b; = 0 und entspricht genau einem
solchen Faktor X + a; - yo — b; von H,,, der verschwindet. Dies sind alle B-Punkte
von [, da [y, die Menge B nur in (oco) trifft. Der Schnittpunkt (yo) von I mit lo, ist
also nicht in B enthalten.

Auf das Polynom H,, das nur von Y abhéngt, konnen wir die gleiche Argumentati-
on anwenden. Dabei werden die Geraden durch den affinen Punkt (0, zq) betrachtet
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und Y entspricht der Steigung dieser Geraden. Hier geht ein, dafl nach Konstruktion
die affine Gerade {(0,y)|y € GF(q)} eine Tangente ist, die B in (oo) trifft. Daher
liegt der Punkt (0, zp) nicht in B und jede Gerade durch diesen Punkt trifft B in
mindestens einem Punkt auerhalb (0, x).

Eine Gerade mit Steigung Y und Achsenabschnitt X enthélt mindestens einen Punkt
von B, da B eine blockierende Menge ist. Daher verschwindet H fiir alle X, Y aus
GF(q). O

Lemma 4.39 Wir kénnen das Polynom H folgendermafen aufspalten:
H(X,Y) = (X7 X) - f(X,V) + (Y7~ ¥) - g(X, V). (4.24)
Dabei haben f und g hichstens den totalen Grad k in X und Y.

Beweis: Nach der Definition (4.23) ist der totale Grad von H in X und Y gleich
q + k. Zuerst fiihren wir eine Polynomdivison von H durch (X7 — X)) durch: Dann
ist
H(X,Y) = (X"— X)- f(X,Y) +7(X,Y),

wobei f und r Polynome aus GF'(¢)[X][Y] sind und der Grad von r in X kleiner als ¢
ist. Da H den totalen Grad ¢+ hat, ist der totale Grad von f in X und Y hé6chstens
k. Wir teilen r durch (Y?—Y) und erhalten 7(X,Y) = (Y7-Y) - g(X,Y)+h(X,Y)
und insgesamt

HX)Y)=X'"-X)- f(X,)+ (Y'-Y)-g(X,Y) + h(X,Y),

wobei g und h Polynome aus GF(q)[X][Y] sind und A in X und Y den Grad kleiner
q hat. Wie oben hat g den totalen Grad hochstens k.

Angenommen, h ist ungleich Null. Da der Grad von h in Y kleiner als ¢ ist, gibt
es ein o aus GF(q), so daBl h(X,yy) ungleich Null ist. Sei n der Grad in X von
h(X,yo). Es gilt n < ¢. Aus Lemma 4.38 folgt, daB8 H,,(X) fiir alle X aus GF(q)
gleich Null ist. Fiir ein festes X = xy aus GF'(q) gilt aber H(z, yo) = h(xq, yo). Also
verschwindet h(X, yo) fiir alle X aus GF'(¢) und hat daher mindestens ¢ Nullstellen.
Dies ist aber ein Widerspruch, da h(X,y,) den Grad n < ¢ hat. O

Dain H der Term X%* vorkommt, kommt der Term X* in f vor und f hat den
Grad £ in X. Nach Konstruktion enthilt die affine Gerade x = 0 keinen Punkt von
U und daher gilt fiir alle (a;, b;) aus U, dafl a; ungleich Null ist. Daher kommt in
H auch der Term ¢ - Y9 mit einer Konstanten ¢ ungleich Null vor und der Grad
von ¢ in Y ist k. Wir bezeichnen f(X, 1) fiir ein festes yo aus GF(q) mit fy,(X).
Ebenso bezeichnen wir f(z,Y) fiir ein festes xy aus GF'(¢) mit f,,(Y). Analog wird
(X, yo) als gy, (X) und g(zo,Y) als gy, (Y) definiert.
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Lemma 4.40 a) Fir ein festes yo aus GF(q) ist xo eine m-fache Nullstelle von f,,
genau dann, wenn die Gerade {(z,y)|y = x-yo + o} genau m+ 1 Punkte von U
enthdlt.

b) Fiir ein festes xy aus GF(q) ist yo eine m-fache Nullstelle von g, genau dann,
wenn die Gerade {(z,y)|y = x - yo + xo} genau m + 1 Punkte von U enthilt.

Beweis:

1. Ist xy eine m-fache Nullstelle von f,,, so folgt aus der Darstellung (4.24) von
H aus Lemma 4.39, da8 z, eine m + 1-fache Nullstelle von H,, ist. Aus
Lemma 4.38 folgt dann die Behauptung. Enthélt die Gerade {(z,y)ly = « -
Yo + o} genau m + 1 Punkte von U, so folgt mit Lemma 4.38, dafl xy eine
m + 1-fache Nullstelle von H,, ist. Wegen H,,(X) = (X7 — X)) fy,(X) ist zg
eine m-fache Nullstelle von f,.

2. Wie im ersten Teil folgt, wenn y, eine m-fache Nullstelle von g,, ist, aus der
Darstellung (4.24) von H aus Lemma 4.39, daf} yo eine m + 1-fache Nullstelle
von H,, ist. Enthilt die Gerade {(z,y)|y = = - yo + xo} genau m + 1 Punkte
von U, so folgt mit Lemma 4.38, daf} yy eine m + 1-fache Nullstelle von H,,
ist. Damit ist g, ist eine m-fache Nullstelle von ¢,, wegen H, (Y) = (Y7 —

V) - gao(Y).

O

Lemma 4.41 Seien a und b aus GF(q). Kein Faktor X +aY — b teilt f.

Beweis: Angenommen X + aY — b ist ein Teiler von f. Wir betrachten f, (X) fiir
ein konstantes yo € GF(¢q). Da X +aY — b das Polynom f teilt, ist X + ayo — b ein
Teiler von f,,(X) und es gilt f,,(b—yoa) = f(b—1yoa,yo) = 0, das heiBt (b— yoa, yo)
ist eine mindestens einfache Nullstelle von f. Nach Lemma 4.40 Teil a) folgt dann,
daB die Gerade [ := {(z,y)ly = yo - * + b — yoa} von A mit Steigung yo durch
P := (a,b) € A mindestens zwei Punkte von U enthilt. Da y beliebig gewéhlt war,
enthilt also jede nichtvertikale affine Gerade durch P mindestens 2 Punkte von B.
Angenommen, P ist kein Punkt von B. Dann folgt mit (4.22), da8 |B| > ¢-2+1 >
3(¢ +1)/2, ein Widerspruch zu Bedingung (4.22).

Also liegt P in B und jede nichtvertikale affine Gerade durch P trifft B in minde-
stens einem Punkt auflerhalb P. Da auch die vertikale affine Gerade durch P einen
weiteren B-Punkt (co) ungleich P enthélt, gibt es keine Tangente durch P. Dies ist
ein Widerspruch zu der Annahme, daf§ B minimal ist. U

Lemma 4.42 Fir xg,yo aus GF(q) ist f(xo,y0) = 0 genau dann, wenn g(xq, yo) =
0 1st.
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Beweis: Wir nehmen an, daf§ fiir o, yo aus GF(q) gilt f(zo,y0) = 0. Nach Lem-
ma 4.40 Teil a) enthélt dann die Gerade {(x,y)|y = z-yo+ o} mindestens 2 Punkte
von U. Mit Lemma 4.40 Teil b) folgt daraus g(x, yo) = 0.

Sei nun umgekehrt g(zg,yo) = 0 vorausgesetzt. Aus Lemma 4.40 Teil b) folgt, dafl
{(z,y)|ly = ©-yo+ o} die Menge U in mindestens 2 Punkten trifft. Aus Lemma 4.40
Teil a) folgt dann die Behauptung. O

Lemma 4.43 Seid € GF(q)[X][Y] ein Teiler von f und g. Dann ist d ein Element
von GF(q).

Beweis: Angenommen d ist nicht in GF(q) enthalten. Aus der Darstellung (4.24)
von H aus Lemma 4.39 kann man erkennen, dal d ein Teiler von H ist. Da H
in (4.23) als Produkt von Linearfaktoren definiert und GF(q)[X][Y] ein ZPE-Ring
ist, muf} d fiir gewisse a und b aus GF'(q) durch X + aY — b teilbar sein. Also ist
auch (X 4 aY — b) ein Teiler von f. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 4.41. [

4.5.1 Eigenschaften algebraischer Kurven

Hier werden kurz einige Definitionen und Lemmata zu der Schnittvielfachheit von
Punkten mit algebraischen Kurven angegeben, da wir zum Beweis von Resultat 4.7
die Polynome f und g weiter untersuchen. Diese enthalten als Teiler von H Infor-
mation iiber die affinen Punkte von B.

Eine Einfiihrung in dieses Gebiet findet man in [25] von R.J. Walker und in [14]
von W. Fulton. Dieser Abschnitt orientiert sich an diesen Quellen [14, 25] und einer
Vorlesung (Juli 1999, Gielen) {iber blockierende Mengen und Bégen von T. Szényi.
Seien F' und G Polynome aus GF(q)[X][Y]. Die affine algebraische Kurve F zu F
ist die Menge der affinen Punkte (z,y), deren Koordinaten Nullstellen von F' sind.
In unserem Fall zerfallen die Polynome schon iiber GF'(q), da sie Teiler von H sind
und H in (4.23) als Produkt von Linearfaktoren von GF(q)[X][Y] definiert ist. Das
heifit, alle Punkte der Kurven liegen schon in der affinen Ebene AG(2,¢q) und wir
miissen nicht zu dem algebraischen Abschlu8 von GF'(q) iibergehen. Die durch ein
irreduzibles Polynom, das F' teilt, definierte Kurve nennt man auch Komponente
von F. Die Schnittvielfachheit mp(l, F) eines Punktes P beziiglich einer Gera-
den [ und einer Kurve F, wobei [ keine Komponente von F ist, ist die Vielfachheit
der Nullstelle, die P entspricht, in dem auf [ entwickelten Polynom F' zu F. Die
Schnittvielfachheit mp(F) von P beziiglich F ist das Minimum der Vielfachheiten
mp(l, F), wobei [ iiber alle Geraden durch P lduft. Dies entspricht der niedrigsten
Ordnung des nicht verschwindenden Terms in der Taylorentwicklung von F'im Punkt
P. Eine Gerade ¢ durch P hei$t Tangente, wenn mp(t, F) groBer als mp(F) ist.
Die Schnittvielfachheit I(P,F N G) eines Punktes P beziiglich zweier Kurven F, G
kann axiomatisch definiert werden. Dabei wird gefordert, dafl (P, F N G) invariant
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unter projektiven Kollineationen ist. Die Schnittvielfachheit ist gleich Null, wenn
der Punkt nicht auf beiden Kurven liegt:

P¢(FNG) = I(P,FNG) =0. (4.25)

Sie ist unendlich, wenn es eine Komponente beider Kurven durch diesen Punkt
gibt und ansonsten ist sie eine natiirliche Zahl. Haben F und G keine gemeinsame
Tangente an P, so gilt I(P, FNG) = mp(F) -mp(G). Die Schnittvielfachheit bleibt
gleich, wenn man von dem einen Polynom Vielfache des anderen abzieht:

I(PFN(G+A-F))=1(P,FNG), (4.26)

wobei die Summe von Kurven die durch die Summe der dazugehorigen Polynome
definierte Kurve ist. Sei nun D die Kurve zu dem Polynom D € GF(q)[X][Y].
Betrachtet man zwei Faktoren eines Polynoms, so addieren sich die Schnittvielfach-
heiten beziiglich dieser beiden Faktoren:

I(P,FN(G-D)) =I(P,FNG)+ I(P,FND), (4.27)

wobei das Produkt von Kurven als die durch das Produkt der dazugehérigen Polyno-
me definierte Kurve ist. Der Satz von Bézout wird dann auch axiomatisch gefordert
und besagt, dal wenn F den Grad m und G den Grad n hat und wenn F und G
keine gemeinsame Komponente haben, die Summe iiber die Schnittvielfachheiten
gleich m - n ist. Also

Y I(P,FNG)=m-n. (4.28)

Man kann zeigen, dafl mit diesen Axiomen die Schnittvielfachheit eines Punktes
eindeutig bestimmt ist. Im néichsten Lemma wird gezeigt, dafl bei bestimmten
Verkniipfungen der zu den Kurven gehdrigen Polynome die Schnittvielfachheit ei-
nes Punktes gleichbleibt. Mit Hilfe dieses Lemmas kann man die Schnittvielfachheit
mp(FNG) eines Punktes ausrechnen, indem man Verkniipfungen der dazugehorigen
Polynome bildet, so daf3 die Schnittvielfachheit gleichbleibt und eines der resultie-
renden Polynome durch Y teilbar ist. Mit der Eigenschaft (4.27) kann dann dieser
Faktor Y abgespalten werden.

Lemma 4.44 (SZOENYI) Seien B, C, D, E, F, G Polynome aus GF'(q)[X][Y]. Sei
nun F* := BF + CG und G* := DF + EG, wobei BE — DC' eine Konstante k aus
GF(q) \ {0} ist. Seien B, C, D, &, F, G, F*, G* die durch B, C, D, E, F, G, F*
und G* definierten Kurven. Dann gilt

I(P,F*NG")=I(P,FNG).
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Beweis:

I(P,F*NG*) = I(P,(BF +CG) N (DF + £G))
I(P,(BFE+CGE)N (DF +E£G)) — I(P,EN (DF +£G)) (4.29)
I

(P,(BFE+CGE —C(DF+EG))N(DF+EG)) —I(P,EN (DF))

(4.30)
= I(P,(F(BE —CD)) N (DF +&£G)) — I(P,END) — I(P,EN F)

(4.31)
=I(P,FN(DF+EG))—I(P,ENF) (4.32)
=I(P,FNE)+I(P,FNG) —I(P,ENF) (4.33)

=I(P,FNG)

Die Gleichungen (4.30) und (4.33) folgen aus der Eigenschaft (4.26) und (4.29),
(4.31), (4.32) und (4.33) folgen mit (4.27), wobei in (4.32) benutzt wird, da§ BE —
CD ungleich Null ist und damit I (P, (BE —CD)N(DF +EG)) nach (4.25) gleich Null
sein mufl. AuBerdem ist I(P,E N D) gleich Null, da nach Voraussetzung BE — C'D
eine Konstante ungleich Null ist und daher die Koordinaten von P nicht gleichzeitig
Nullstellen von D und E sein koénnen. O

Lemma 4.45 (SZOENYI) Seien F' und G Polynome aus GF(q)[X][Y]. Sei g die
affine horizontale Gerade {(z,y) € Aly = yo} und sei P = (20, yo) ein Punkt von g.
Angenommen X = z; ist eine s-fache Nullstelle von F(X, ), also mp(g, F) = s,
und fiir G(X,yp) ist X = xy eine t-fache Nullstelle, also mp(g,G) = t, mit s,t € IN
und s < t. Dann gilt

I(P,FNG) >s.

Beweis: Wir kénnen annehmen, da§ P die Koordinaten (0, 0), hat, da die Schnitt-
vielfachheit unter projektiven Kollineationen invariant ist und wir somit P auf den
Nullpunkt abbilden kénnen. Sei nun

Fy(X) := F(X,0)
Go(X) == G(X,0).

Da 0 eine s-fache Nullstelle von Fj ist, teilt X* das Polynom F,. Ebenso teilt X' das
Polynom (. Sei d der grofite gemeinsame Teiler von Fj und Gy und D die durch d
definierte Kurve. Aus s < t folgt insbesondere, daf§ X*¢ das Polynom Gy und damit
d teilt. Nach dem euklidischen Algorithmus gibt es in GF(¢q)[X] Polynome a und b,
so daf}

a(X) - Fo(X) 4 b(X) - Go(X) = d(X)
 Fo(X) CGo(X) _
o) gL bx) - S =, (4.34)



Mit diesen Polynomen kénnen wir jetzt Polynome F* und G* aus GF(q)[X]|[Y]
definieren, wobei die Voraussetzungen von Lemma 4.44 wegen (4.34) erfiillt sind.
Seien also

R(X) Go(X)
() G(X,Y)+ d(z)

G*(X,Y) = b(X) - G(X,Y) +a(X) - F(X,Y).

F*(X,Y) = — . F(X,Y)

Es ist F™* durch Y teilbar, da der Grad von F'in X gleich k < ¢ ist und fiir alle X
aus GF(q) gilt:

KX)o
d()

Go(X)
d()

Alsoist F*(X,Y) =Y - FH(X,Y) fiir ein F" aus GF(q)[X][Y]. Wir bezeichnen die
Gerade zu Y = 0 mit ). Nach Lemma 4.44 gilt

F(X,0) = Go(X) + L Fy(X) = 0.

I(P,fﬂg) = P,f*ﬂg*)
P (Y- -F)ng"
P,YNG")+ I(P,FTNG")

P,YNG").

I(
I(
I(
> I

Wir kénnen G*(X,Y) so aufspalten: G*(X,Y) = G*(X,0)+Y -G;(X,Y). Die Form
G*(X,0) ist gleich d(X) und definiert daher die Kurve D Sei die Kurve G} durch
G5 (X,Y) definiert. Nach (4.26) ist

I(P,YNG)=IP,YN(D+Y-G)=1I(P,YynD).

Auflerdem ist X = 0 eine genau s-fache Nullstelle von d und damit ist (P, YND) =
5. 0J

Wir setzen nun den Beweis von Resultat 4.7 fort.
Sei dazu l,, = {(z,y) € Aly = yo} die horizontale Gerade von A mit dem y-
Achsenabschnitt .

Lemma 4.46 Sei h ein irreduzibler Teiler von f mit dem totalen Grad s. Ist die
partielle Ableitung von h nach X ungleich Null, dann gibt es mindestens qs—s(s—1)
Punkte aus A, die auf der durch h definierten Kurve liegen.

Beweis: Da h ein Teiler von f ist und in f der Term X* vorkommt, muf in A der
Term X° vorkommen und A hat in X den Grad s. Sei C die affine Kurve von h. Wir
zéhlen die Punkte von C auf den horizontalen Geraden [, fiir alle yo € GF(q). Dies
sind die Nullstellen von h(X,yg) beziiglich X.

Das Polynom H wurde als Produkt von Linearfaktoren aus GF(q)[X][Y] definiert.
Dabher liegen fiir ein festes Y = y, alle Nullstellen von H(X,y,) in GF(¢q) und dies
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gilt auch fiir jeden Teiler von H (X, 1) also auch fiir f(X,y,) und insbesondere fiir
h(X,yp). Da hin X den Grad s hat, hat h(X,y) beziiglich X genau s Nullstellen,
die den Schnittpunkten von C mit der horizontalen Geraden [,, entsprechen. Fiir
alle affinen horizontalen Geraden sind dies also ¢-s Punkte. Diese werden allerdings
mit ihrer Vielfachheit gezihlt.

Um jetzt die Anzahl der verschiedenen Schnittpunkte nach unten abschitzen zu
konnen, miissen wir fiir einen Punkt P := (¢, yo), wobei z, eine m-fache Nullstelle
von h(X,yy) mit m > 1 ist, mindestens den Wert m — 1 abziehen, damit dieser
hochstens einmal gezéhlt wird. Sei b’y das partiell nach X abgeleitete Polynom
h und C% die durch A’y definierte Kurve. Nach Lemma 4.45 gilt I(P,C N CY) >
m — 1, da zy eine (m — 1)-fache Nullstelle von A’y (X, y,) ist. Wenn wir von den
Schnittpunkten von C mit den horizontalen Geraden mit Vielfachheit gezihlt also
die Schnittpunkte von C mit C'y abziehen, so erhalten wir eine Abschétzung fiir die
Anzahl der verschiedenen Punkte von C. Die Anzahl der Schnittpunkte von C mit
C'y ist nach dem Satz von Bézout (Eigenschaft (4.28)) gleich s- (s —1). Diesen Satz
kann man anwenden, da h irreduzibel ist und daher keine gemeinsame Komponente
mit A’y hat und weil A’y ungleich Null ist. Das heifit

ICl = [{(z,y) € Alh(z,y) = 0} = ¢s — s(s — 1).

Lemma 4.47 Ist h ein irreduzibler Teiler von f, so sind die Exponenten von X in
h alle durch p teilbar.

Beweis: Sei h ein irreduzibler Teiler von f vom totalen Grad s. Angenommen die
partielle Ableitung A’y von h nach X ist ungleich Null. Dann enthélt die durch A
definierte Kurve mindestens ¢s — s(s — 1) Punkte nach Lemma 4.46. Diese Punkte
liegen auch auf der durch f definierten Kurve und nach Lemma 4.42 sind dies auch
Punkte der durch ¢ definierten Kurve. Nach Lemma 4.43 haben f und ¢ keinen
gemeinsamen Faktor und damit gilt dies auch fiir A~ und g. Wir kénnen also den
Satz von Bézout (Eigenschaft (4.28)) anwenden. Nach diesem liegen ks Punkte in
dem Schnitt der Kurven von g und h. Also folgt mit s < k und k£ < (¢ + 1)/2
aus (4.22)

gs —s(s —1) <ks
=q¢<k+s—1
=q¢<2k—1<2(q+1)/2—-1=¢q,

ein Widerspruch. Also ist h'y gleich Null und daher miissen alle Exponenten von X
in A durch p teilbar sein. 0]
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Lemma 4.48 Fir ein konstantes yo aus GF(q) ist die Vielfachheit jeder Nullstelle
von fyu,(X) durch p teilbar.

Beweis: Nach Lemma 4.47 sind fiir jeden irreduziblen Teiler von f alle Exponenten
von X durch p teilbar. Dies gilt damit auch fiir f und damit ist f,, eine p-fache
Potenz eines Polynoms aus GF'(¢)[X]. Damit hat jede Nullstelle von f,, eine durch
p teilbare Vielfachheit. O

Dies schliefit den Beweis von Resultat 4.7 ab, da die Anzahl der Punkte von U
auf einer nicht vertikalen Geraden {(z,y) € Aly = x - yo + 2o} nach Lemma 4.40
Teil a) der Vielfachheit einer Nullstelle zy von f,,(X) plus eins entspricht und die
Vielfachheit der Nullstellen von f, (X) nach Lemma 4.48 durch p teilbar ist. Fiir
eine vertikale Gerade g existiert ein B-Punkt P nicht auf g, da B nicht trivial
ist. Wegen Lemma 4.37 liegt P auf mindestens zwei Tangenten und wir wihlen
eine dieser Tangenten als unendlich ferne Gerade, die andere als x-Achse und P als
Punkt (oo). Dann trifft ¢ in diesem Koordinatensystem nicht (co), ist also nicht
vertikal und wir kénnen analog wie oben in diesem Koordinatensystem folgern, daf
g die Menge B in 1 mod p Punkten trifft.
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