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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Elektron-Positron-Paarerzeugung

Das Thema dieser Arbeit ist die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren in re-
lativistischen Stoflen schwerer Ionen. Dabei sollen solche Stofle betrachtet wer-
den, bei denen die Ionen aneinander vorbeifliegen, ohne sich dabei zu bertihren.
Man spricht dann von einem atomaren Sto. In den sehr starken elektromagne-
tischen Feldern der hochgeladenen Kerne kann es zur Produktion von Teilchen-
Antiteilchen-Paaren kommen, wobei gemifl der Formel E = mc* Energie in Ma-
terie umgewandelt wird. Dabel werden in der Regel die Teilchenpaare mit der
geringsten Masse, also Elektron-Positron-Paare, erzeugt.

In StoBen schwerer Ionen mufl man zwischen zwei verschiedenen Reaktions-
prozessen, die zur Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren fithren, unterschei-
den. Einerseits konnen namlich ein freies Elektron und ein freies Positron pro-
duziert werden. Dann spricht man von der freien Paarproduktion. Andererseits
kann aber auch das Elektron in einem gebundenen Zustand von einem der bei-
den Stofipartner produziert werden. Man spricht dann von der gebunden-freien
Paarproduktion oder auch von der Paarproduktion mit Einfang.

Die gebunden-freie Paarproduktion ist auch von praktischer Bedeutung, denn
sie ist der dominante Verlustprozef fiir den Ionenstrahl in modernen Collidersys-
temen wie zum Beispiel RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) in Brookhaven
und LHC (Large Hadron Collider) am CERN. Bei diesen Beschleunigern bewe-
gen sich zwel lonenstrahlen in entgegengesetzter Richtung auf einer Kreisbahn.
In einer Reaktionszone werden die beiden Strahlen tberlagert, so dafl die Io-
nen in den Strahlen immer wieder aneinander vorbeifliegen miissen, sofern es
nicht zu einer Reaktion der Kerne kommt. Durch die dabei auch stattfinden-
de gebunden-freie Paarproduktion dndern jene Ionen, die bei diesem Prozef ein
Elektron ,einfangen®, ihren Ladungszustand. Da jedoch nur Ionen mit einem be-
stimmten Ladungszustand auf der vorgesehenen Teilchenbahn im Beschleuniger
gehalten werden konnen, gehen diese Ionen dem Teilchenstrahl verloren. Dieser
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Prozef begrenzt neben der Coulombspaltung die Lebensdauer der Ionenstrahlen
in dem Beschleuniger.

1.2 Uberblick iiber bisherige Theorien

Die Basis der meisten theoretischen Arbeiten auf dem Gebiet der Elektron-
Positron-Paarerzeugung bilden storungstheoretische Verfahren. Dabei gibt es ver-
schiedene Zugénge. Die ersten theoretischen Betrachtungen gehen auf die dreifi-
ger Jahre zuriick [Lan34, Bha35, Nis35], und die iiberwiegende Anzahl der Arbei-
ten benutzt die Weizsicker-Williams-Methode [Wei34, Wil34]. Diese Methode ist
insbesondere fiir hohe Stoflenergien v > 1 gut anwendbar, da dann das elektro-
magnetische Feld eines sich bewegenden Kerns fast transversal wird und néhe-
rungsweise durch einen Puls, der aus linear polarisierten ebenen Wellen besteht,
ersetzt werden darf. Das Spektrum der ,,aquivalenten“Photonen in einem solchen
Puls wird dann 1m Rahmen dieser Methode mit dem Wirkungsquerschnitt fiir
die Paarproduktion durch ein hochenergetisches Photon im Feld eines ruhenden
Kerns, fir den es in der niedrigsten Ordnung der Stérungstheorie analytische
Ausdriicke gibt, gefaltet.

Bottcher und Strayer [Bot89] berechneten Wirkungsquerschnitte fiir die freie
Paarproduktion im Feld zweier kollidierender Kerne, wobei sie die Wechselwir-
kung mit beiden Kernen jeweils nur in der niedrigsten Ordnung der Stérungs-
theorie beriicksichtigten.

Becker et al. [Bec86a, Bec86b, Bec87a] fihrten storungstheoretische Rech-
nungen fiir die freie und die gebunden-freie Paarproduktion im Rahmen der
semiklassischen Naherung im Ruhesystem des Targetkerns durch. Dabei wurde
durch die Verwendung von Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Targetkerns die
Wechselwirkung mit diesemn Kern in allen Ordnungen exakt berticksichtigt. Ne-
ben den exakten relativistischen Wellenfunktionen benutzte Becker auch Darwin-
und Sommerfeld-Maue-Wellenfunktionen [Bec87b]. Die Wechselwirkung mit dem
Projektilkern wurde in der ersten Ordnung der Stérungstheorie betrachtet. Steih
untersuchte die Eigenschaften verschiedener Distorted-Wave-Methoden [Ste96]
fiir die Berechnung von Wirkungsquerschnitten fiir die freie Paarproduktion.

Bertulani und Baur [Ber88] konnten zeigen, dafi die mit der Stérungstheorie
erster Ordnung in der semiklassischen Ndherung berechneten Wahrscheinlichkei-
ten bei kleinen Stofiparametern und hohen Stoflenergien grofler als eins werden
kénnen und somit die Unitaritdt verletzt wird. Nur durch die Berticksichtigung
von Beitragen hoherer Ordnung konnte die Unitaritdt wiederhergestellt werden
[Bau90].

Im Vergleich zur grofien Anzahl der Arbeiten, die auf der Storungstheorie be-
ruben, gibt es nur relativ wenige nichtstérungstheoretische Untersuchungen zur
Elektron-Positron-Paarerzeugung. Fiir StoBe bei sehr niedrigen Energien im Be-
reich der Coulomb-Barriere konnten Reinhardt et al. [Rei81] mit dem Verfahren
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der gekoppelten Kanile mit molekularen Wellenfunktionen, die die Coulombpo-
tentiale beider Kerne beinhalteten, gute Ergebnisse erzielen.

Rumrich et al. [Rum91, Rum93] verwendeten eine Entwicklung der Wellen-
funktion nach Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Targetkerns und fithrten da-
mit Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kanile durch. Ein dhnliches
Verfahren wurde auch von Momberger et al. [Mom90, Mom91| verwendet. Da-
bei unterscheiden sich die beiden Rechnungen jedoch hinsichtlich der Beschrei-
bung des kontinuierlichen Spektrums. Im Rahmen dieser Rechnungen wurden
Wahrscheinlichkeiten fiir die gebunden-freie Paarproduktion bei kleinen Stofipa-
rametern gefunden, die bis zu zweil Gréflenordnungen tiber den Ergebnissen der
ersten Bornschen Néherung liegen. In Rechnungen mit dem Verfahren der ge-
koppelten Kanile mit sehr groBen Basissitzen fanden Baltz et al. [Bal93, Bal94|
jedoch einerseits, dafl die Ergebnisse der Rechnung stark von der verwendeten
Eichung fiir das elektromagnetische Potential des Projektilkerns abhéngen, und
andererseits, daf§ die zuvor von Momberger und Rumrich gefundenen starken
Uberhéhungen der Wahrscheinlichkeiten fiir die gebunden-freie Paarproduktion
iiber die Resultate der Storungstheorie im Wesentlichen auf die verwendeten zu
kleinen Basissiatze und darauf, dafl die Zeitentwicklung der Wellenfunktion iber
einen zu kleinen Zeitraum erstreckt wurde, zuriickzufithren sind.

Mit einer Entwicklung nach Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen lassen sich Elek-
tronen und Positronen mit einem asymptotisch guten Impuls nur durch die Uber-
lagerung von vielen Wellenfunktionen mit gutem Drehimpuls konstruieren. Fiir
hohe Stoflenergien werden aber auch Elektronen und Positronen mit groflem li-
nearen Impuls produziert. Ferner wird bei hohen Stoflenergien der Bereich der
Stoparameter, die zum Wirkungsquerschnitt beitragen, grofler. Daraus folgt,
dafl man in einer Entwicklung nach Drehimpulseigenfunktionen sehr hohe Dreh-
impulse berticksichtigen muf}, um eine Konvergenz der Entwicklung zu erhal-
ten. Aus diesemn Grunde wéhlte Hoffstadt [Hof93] eine Entwicklung nach freien
Wellenpaketen fiir Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kanile in
dem Koordinatensystem, in dem sich beide Stopartner mit entgegengesetzt glei-
cher Geschwindigkeit aufeinander zu bewegen (Equal-Speed-System). Ein Nach-
teil dieses Verfahrens besteht darin, daf die Basisentwicklung keine gebundenen
Zustande enthédlt und man daher keine gebunden-freie Paarproduktion beschrei-
ben kann. Tenzer [Ten99] erweiterte diesen Zugang durch die Hinzunahme von
gebundenen Zustdnden in der Basisentwicklung der Wellenfunktion.

Neben dem Verfahren der gekoppelten Kanile, das auf einer Entwicklung der
Wellenfunktion beruht, gibt es noch solche Verfahren, bei denen die zeitabhéangi-
ge Dirac-Gleichung auf einem Gitter gelost wird. Bottcher und Strayer [Bot85]
behandelten die Paarproduktion in StéBen von Uran-Kernen mit einem Spline-
Kollokationsverfahren. Thiel [Thi92] benutzte das Verfahren der finiten Differen-
zen zur Beschreibung von Elektron-Positron-Paarerzeugung in Stoflen von Uran-
Kernen bei einer Energie von 10 GeV/Nukleon und fiir einen StoBparameter
b = 0. Bei diesem Stofiparameter liegt natiirlich eine Symmetrie um die Ver-
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bindungsachse zwischen den beiden Stofipartnern vor, und man kann sich durch
die Berticksichtigung dieser Symmetrie auf zwei Raumdimensionen beschranken.
Um auch Wirkungsquerschnitte berechnen zu kénnen, wurde das Verfahren von
Busic [Bus00] auf drei Dimensionen erweitert. Bei den oben genannten Verfahren
wird die zeitabhangige Dirac-Gleichung im Ortsraum gelost. Eine Methode, bei
der die Dirac-Gleichung im Impulsraum gelést wird, wurde von Momberger et al.
[Mom96] entwickelt und auf die Beschreibung verschiedener atomarer Prozesse in
StoBen von U2t +Au™t bei verschiedenen StoBenergien angewandt.

Auf dem Gebiet der ultrarelativistischen Stéfe wurden gerade in jiingster
Zeit, ausgehend von der Arbeit von Baltz [Bal97], groe Fortschritte erzielt. Es
gelang ithm, im Grenzfall unendlich grofer v, also in dem Grenzfall, in dem sich
der Projektilkern mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, einen exakten Ausdruck fiir
die Ubergangsamplitude herzuleiten. Dieser Zugang wurde spiter auf die freie
Paarproduktion, betrachtet im Equal-Speed-System, erweitert [Seg98, Eic99].

Experimente zur Elektron-Positron-Paarproduktion in relativistischen Stéfen
schwerer Ionen wurden von Belkacem et al. [Bel97] am BEVALAC durchgefiihrt.
In einer Reihe von Experimenten untersuchte diese Gruppe sowohl die gebunden-
freie als auch die freie Paarproduktion in Stéfen von U%*- und La®"t-Ionen
mit Targets aus Cu, Ag und Au bei verschiedenen Stoflenergien im Bereich von
405 MeV /Nukleon bis 1,3 GeV/Nukleon. Am AGS in Brookhaven wurden von
Belkacem et al. [Bel98] Experimente zur Paarproduktion mit Einfang in Stofien
von Au™* mit Au, Ag und Cu bei einer Stofienergie von 10,8 GeV/Nukleon
durchgefiihrt. Neue Experimente bei noch hoheren Stoflenergien stammen von
Krause et al. [Kra01], die Paarproduktion mit Einfang und Ionisation in Stéfen
von Pb®***- und Pbh*'*-Tonen mit Ar, Kr und Xe bei einer Stoflenergie von 158
GeV /Nukleon am SPS-Beschleuniger des CERN untersuchten.

1.3 Motivation

Wegen der sehr starken elektromagnetischen Felder der schweren Ionen kann man
nicht erwarten, dafl eine storungstheoretische Beschreibung fiir Kollisionen zwi-
schen hochgeladenen schweren Ionen giiltig ist. Der Parameter aZ, nach dem man
im Rahmen der Stérungstheorie entwickelt, betrégt fiir einen Uran-Kern zum
Beispiel ungefahr 0,67. Man kann daher fiir solche Prozesse starke nichtstérungs-
theoretische Effekte erwarten. Wie bereits 1im letzten Abschnitt bemerkt wurde,
konnen mit der Storungstheorie berechnete Ubergangswahrscheinlichkeiten bei
kleinen Stofiparametern und hohen Energien die Unitaritat verletzen. Daraus
folgt die Notwendigkeit, solche Stofiprozesse mit nichtstérungstheoretischen Ver-
fahren zu beschreiben.

Im letzten Abschnitt wurden bereits verschiedene nichtstérungstheoretische
Verfahren erwéhnt, die bisher zur Beschreibung der Elektron-Positron-Paarerzeu-
gung verwendet wurden. Dabei ist das Verfahren der gekoppelten Kanéle bislang



1.3. MOTIVATION 3

das einzige Verfahren, mit dem Wahrscheinlichkeiten sowohl fiir die freie als auch
fiir die gebunden-freie Paarproduktion berechnet werden konnen. Eine Schwiche
der bisher verwendeten Verfahren liegt aber darin, dafl in den Basisfunktionen,
die zur Entwicklung der Wellenfunktion benutzt wurden, entweder nur das Po-
tential von einem der beiden Stofpartner beriicksichtigt wurde (das ist bei der
Entwicklung der Wellenfunktion nach Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Tar-
getkerns der Fall [Mom90, Mom91, Rumn91, Bal93, Bal94]), oder gar das elektro-
magnetische Potential beider Kerne als eine duflere Storung betrachtet wird, wie
zum Beispiel bei der von Hoffstadt [Hof93] und spéter auch von Tenzer [Ten99]
verwendeten Entwicklung nach freien Wellenfunktionen. Eine Ausnahme bilden
hier die in den é&lteren Rechnungen der Frankfurter Gruppe [Rei81] verwende-
ten molekularen Wellenfunktionen. Diese lassen sich jedoch grundséatzlich nur fir
die Beschreibung von Stéflen bei sehr niedrigen Energien verwenden, da diese
Wellenfunktionen asymptotisch nicht in atomare Wellenfunktionen von sich be-
wegenden Kernen tibergehen. Auflerdem wurde bei diesen Rechnungen stets nur
das skalare Potential ¢ der Kerne beriicksichtigt. Bei relativistischen Stofen, wo
die Kerne sich mit Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit bewegen, ist
das offensichtlich nicht mehr zulassig.

Es stellt sich die Frage, ob man nicht eine bessere Beschreibung erreichen
kann, wenn man den Einfluf beider Kerne im Basissatz berticksichtigt. Aus die-
sem Grunde soll in dieser Arbeit eine Entwicklung nach einem Basissatz ver-
wendet werden, der sowohl Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Targetkerns als
auch des Projektilkerns beinhaltet. Ein solcher Zugang wurde bereits von Toshima
und Eichler [Tos88, Tos90a, Tos90b] fiir die Beschreibung von Anregung und La-
dungstransfer in Stoflen von U??T4 UMt bei StoBenergien von 500 MeV /Nukleon
und 1 GeV/Nukleon verwendet. Dadurch lafit sich ndherungsweise auch die Aus-
bildung molekularer Wellenfunktionen durch eine Linearkombination atomarer
Orbitale wiahrend des StoBprozesses beschreiben. Ferner bietet dieser Zugang den
Vorteil, dafl man auch Wahrscheinlichkeiten fiir den Ladungstransferprozeff be-
rechnen kann. Auflerdem kann man hoffen, daf die Konvergenz des Verfahrens im
Vergleich zu den Rechnungen, bei denen eine Entwicklung nach atomaren Wel-
lenfunktionen entweder nur um den Projektilkern oder nur um den Targetkern
benutzt wird, verbessert wird. Man kann sich leicht vorstellen, dafl eine Entwick-
lung nach Wellenfunktionen mit gutem Drehimpuls nur sehr schlecht konvergiert,
wenn groflere Teile der Wahrscheinlichkeit an dem Stofipartner haften bleiben,
dessen Einfluf} in der Entwicklung nicht beriicksichtigt wird.

An dieser Stelle sollte noch darauf hingewiesen werden, daf es eine zufrie-
denstellende Erklarung fir die Ergebnisse der oben bereits erwahnten Experi-
mente von Belkacem et al. [Bel97] bisher nicht gibt. Nichtstorungstheoretische
Rechnungen 7zu diesen Experimenten gibt es von Momberger [Mom96] und Bu-
sic [Bus00]. Fir die gebunden-freie Paarproduktion in Stéflen von U2t + Au
bei einer Stofenergie von 960 MeV /Nukleon wurde im Experiment ein Wert von
o = 2,19 £ 0,25b gemessen. Momberger et al. konnten in ihren Rechnungen
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nur dann einen Wirkungsquerschnitt gewinnen, wenn sie bei groflen Stofpara-
metern einen ,numerischen Untergrund” von den Wahrscheinlichkeiten fir die
Paarproduktion mit Einfang abzogen. Da dieser Untergrund in der Groflenord-
nung der Wahrscheinlichkeiten selber lag, ist der von ithnen angegebene Wert von
o = 2,33 b fiir Paarproduktion mit Einfang in die K-Schale des U??*-Projektilions
mit Vorsicht zu betrachten und die recht akzeptable Ubereinstimmung mit dem
gemessenen Wert nach Feststellung der Autoren eher zuféllig. Der von Busic mit
dem Verfahren der finiten Differenzen berechnete Wert von o = 1,37 b liegt deut-
lich unter dem gemessenen Wirkungsquerschnitt. Auch Busic stiel bei der Be-
rechnung der Wirkungsquerschnitte auf Schwierigkeiten, und er mufite, um nicht
Wirkungsquerschnitte zu erhalten, die Grofenordnungen iiber den experimentel-
len Werten lagen, einen Untergrund von seinen Wahrscheinlichkeiten abziehen. In
dieser Arbeit werden dieses und andere von Belkacem vermessene [Bel97] Stof-
systeme weiter untersucht werden.

1.4 Aufbau dieser Arbeit

In Kapitel 2 werden die grundlegenden Gleichungen, die fiir die Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten und Wirkungsquerschnitten benétigt werden, zusammen-
gestellt. Der Formalismus der gekoppelten Kanile fiir die speziellen, hier gew&hl-
ten Basisentwicklungen mit Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen von Projektil- und
Targetkern wird in Kapitel 3 entwickelt. Die praktische Berechnung der benotig-
ten Matrixelemente wird in Kapitel 4 diskutiert. In dem darauffolgenden fiinften
Kapitel werden die Ergebnisse von Rechnungen vorgestellt, die mit verschiedenen
Basisentwicklungen durchgefiihrt wurden, die jedoch nur atomare Wellenfunktio-
nen entweder um den Targetkern oder den Projektilkern enthalten. Dabel werden
zunachst die Eigenschaften von Rechnungen 1m System des Projektilkerns mit ei-
ner Entwicklung um den Projektilkern und anschliefend Rechnungen mit einer
Entwicklung um den Projektilkern, jedoch berechnet i System des Targetkerns,
besprochen. In Kapitel 6 werden dann schlieilich die Rechnungen mit der vol-
len Zwei-Zentren-Entwicklung diskutiert. Die Ergebnisse der Rechnungen werden
mit anderen theoretischen Resultaten und mit den Experimenten von Belkacem
et al. [Bel97] verglichen.

In der gesamten Arbeit werden, wo es nicht anders vermerkt ist, natiirliche
Einheiten verwendet, das heifit: ¢ = h = m = 1. Weiterhin wird hier fir die
Comptonwellenlinge des Elektrons die Bezeichnung A\. = h/mec &~ 386 fmn ver-
wendet.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

2.1 Theoretische Beschreibung des Prozesses

Im folgenden wird der Stofl zwischen zwei hochgeladenen, schweren Ionen be-
trachtet. In sehr guter Naherung [Eic95] darf man fiir die Beschreibung atom-
physikalischer Prozesse die Bewegung der Kerne und die von ihnen erzeugten
elektromagnetischen Felder klassisch betrachten. Diese Naherung wird als die se-
miklassische Naherung bezeichnet. Fiir hohe Geschwindigkeiten der StoBpartner
darf man dabei die Ablenkung der Kerne von einer geraden Bahn vernachlassigen.
Im System des Targetkerns erhdlt man damit fiir die Trajektorie des Projektil-
kerns Rp(t) = bé, + vtes, so daB die Kerne bei t = 0 den kiirzesten Abstand b
zuelnander einnehmen.

Die Beschreibung der Bewegung der Elektronen und Positronen muf} natiirlich
quantenmechanisch erfolgen. Da die Stofipartner hochgeladene Tonen sind, ist die
Wechselwirkung zwischen den Leptonen viel kleiner als deren Wechselwirkung
mit den Kernen. Wir vernachlédssigen daher die Lepton-Lepton-Wechselwirkung.
Die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren kann man als eine Anregung von

€ K-Schale
Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Paarproduktion mit Einfang in die
K-Schale des Targetkerns im Stofl zweier nackter Kerne.
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Abbildung 2.2: Elektron-Positron-Paarerzeugung als Anregung eines Elektrons
mit negativer Energie aus dem vollbesetzten Dirac-See in einen Zustand mit po-
sitiver Energie. Links: Paarproduktion mit Einfang, rechts: Freie Paarproduktion.

Elektronen mit negativer Energie aus dem vollstindig besetzten Dirac-See in
Zustande mit positiver Energie betrachten (siehe Abbildung 2.2). Das dadurch
entstandene Loch im Dirac-See wird als ein Positron interpretiert. Dabei ent-
wickelt sich jedes einzelne Elektron unabhidngig von den anderen in der Zeit,
wenn man die Elektron-Elektron-Wechselwirkung vernachlassigt. Die Dynamik
der Elektronen wird dann beschrieben durch die zeitabhangige Dirac-Gleichung
mit den Potentialen der stofenden Kerne. Diese lautet im System des Targetkerns

0 s .
za\ll(r,t) =[ap+ B+ Vr+ Ve]¥(F, ) (2.1)

mit den 4 x 4-Dirac-Matrizen

- 0 & 1 0
a= <5, 0> und G = (0 _1> , (2.2)

wobei & die Pauli-Spin-Matrizen bezeichnet. Im Ruhesystem des Targetkerns muf}
man hier fiir V7 das Coulombpotential des Targetkerns und fiir Vp das Liénard-
Wiechert-Potential [Jac75] des sich bewegenden Projektilkerns einsetzen. Diese
sind gegeben durch
Z
Vp = -2 (2.3)

r

. yaZp(l — va,)
= Ve =0 +y? + 42z — vt)? 24
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wobei o & 1/137,036 die Feinstrukturkonstante und v = (1 — v?)~'/% der Lo-
rentzfaktor 1st. Zp und Zp sind die Kernladungszahlen von Target- und Projek-
tilkern. I System des Projektilkerns erhélt man eine analoge Gleichung, wenn
man zunachst einen Lorentz-Boost auf das Ruhesystem des Projektilkerns und
anschlieffend eine Rotation wm 180° um die Achse, die senkrecht zur Stofiebene
durch den Projektilkern verlauft, durchfiithrt. Die entsprechende Dirac-Gleichung
erhdlt man auch einfach durch die Ersetzung Zy — Zp und Zp — Zy in (2.1).

2.2 Berechnung von Ubergangswahrscheinlich-
keiten

Der Anfangszustand vor dem StoB, das physikalische Vakuun, ist gegeben durch
den vollstandig besetzten Dirac-See. Bei den Rechnungen in dieser Arbeit wird
das kontinuierliche Spektrum diskretisiert, und nur Zustdnde mit Energien bis
7u einem gewissen maximalen Energiebetrag werden berticksichtigt. Demzufolge
wird das kontinuierliche Spektrum mit Hilfe einer endlichen Anzahl von Zusténden
genahert. Der Anfangszustand enthilt dann auch nur eine endliche Zahl von Elek-
tronen, die die zur Verfiigung stehenden Zustande mit negativer Energie auffiillen.
Die N-Teilchen-Wellenfunktion fiir den Zustand kann dann in Form einer Slater-
Determinante geschrieben werden:

i(F,t) - YN, t)
U(r, 1, TN, t) = —— : : : .
VN! S ' S

Pi(n,t) - Un(in, 1)
Dabei ist ¢,(r;,t) die Wellenfunktion des i-ten Elektrons zum Zeitpunkt ¢, das
urspriinglich den Zustand j besetzt hat. Die zeitliche Entwicklung der Einteilchen-
Wellenfunktionen wird durch die zeitabhéngige Dirac-Gleichung beschrieben. Da-

bei sollen die Einteilchen-Wellenfunktionen fiir Zeiten lange vor dem Stof in

(2.5)

Losungen des ,ungestorten” Problems, wenn die Kerne weit voneinander entfernt
sind, zu negativer Energie ibergehen. Jede der Einteilchen-Wellenfunktionen in
der Slater-Determinante (2.5) kann nun nach einem orthonormierten System von
Basisfunktionen entwickelt werden gemaf

Ui t) =) ari(t)(Fi 1), (2.6)

k

Dabei wéhlt man als Basisfunktionen am geschicktesten die oben erwéhnten
asymptotischen Losungen der Dirac-Gleichung fiir den Fall, dafl die Kerne weit
voneinander entfernt sind. Dann 148t sich die Anfangsbedingung fiir die zeitab-
hangige Rechnung ndmlich in der einfachen Form schreiben:

akj(t) — (Skj fur t — —o0. (27)
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Die Wahl der Basisfunktionen und die Konstruktion des Vakuums werden in
Abschnitt 2.3 noch genauer diskutiert werden. Einsetzen der Entwicklung (2.6)
in (2.5) ergibt

, ag 1 (t) o ag n(t)
\IJ(F17F277FN7t):ﬁ Z
kl 7k27...7kN akN71(t) DR akN7N(t>
X bry (F1y1) - dan (T, 1) (2.8)
Sei nun |¢;,, ... ,¢;y) ein N-Teilchenzustand, bei dem die Enteilchenzustande
J1sJ2 - -+ » Jn besetzt sind. Die Amplitude (¢;,, -+ , ¢, |¥;t) fiir einen Ubergang

in diesen Zustand ist dann
aklvl(t) aklvz(t>

o L 1 : :
<¢j1 Py v v |\II’ t> - ; ﬁ akn,l(t> akn,2<t)

X [5j1k1 5j2k2 T 5j2k1 5j1k2 S ] > (29)

wobel die Orthogonalitit der Einteilchen-Wellenfunktionen ausgenutzt wurde.
Die Summe von Produkten von Kronecker-Symbolen in (2.9) enthélt alle mogli-
chen Permutationen der j;. Eliminiert man die Summe tiber die k; mit Hilfe
der Kronecker-¢’s, dann erhélt man eine Summe von Determinanten, die sich
nur beziiglich des Vorzeichens und der Reihenfolge der Spalten unterscheiden.
Tauscht man die Reihenfolge der Spalten in den einzelnen Termen der Summe
so aus, daf alle Determinanten die gleiche Reihenfolge der Spalten haben, dann
sieht man leicht, dal man eine Summe von N! gleichen Determinanten hat und
die Ubergangsamplitude geschrieben werden kann als
ajlvl(t) e ajl 7N(t)
(3 O -+ i | Tst) = | : S (2.10)
Ajya(t) - ajyn(t)
Mit Hilfe dieser Formel kann man gezielt die Wahrscheinlichkeit berechnen, das
System nach dem Stof in einem ganz bestimmten N-Teilchenzustand zu finden.

Die Wahrscheinlichkeit P(7) dafiir, dafl ein gewisser Einteilchenzustand i besetzt
ist, ergibt sich durch Summation iiber alle anderen Zusténde

Pli)= Y [¢iduss - bin|T:t)| (2.11)
2400y JN

Dabei wird keine Riicksicht darauf genommen, welche anderen Zustdnde besetzt
werden. Man sieht leicht, dafl die Summe auf den einfachen Ausdruck fiihrt:

Pi) =Y layl* (2.12)

EJ'<0
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Die Summe lauft iiber alle Einteilchen-Zusténde, die im Anfangszustand besetzt
sind. Dabeil muf man die Vollstandigkeit des Systems von Basisfunktionen ¢;(7, t)
sowle die Orthogonalitdt der nach der Zeit entwickelten anfanglich besetzten Ein-
teilchenzustande benutzen. Man kann sich ebenfalls leicht klarmachen, dafl man
den Erwartungswert fiir die Anzahl der erzeugten Paare erhélt, wenn man P(1)
iiber alle Zustinde ¢ mit F; > 0 summiert, also

(Nerer) = 3 ayl® (2.13)

Ei>0,Ej<0

Dazu mufl man sich nur iiberlegen, dafl die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein
Zustand |prdij, @), - - - ¢4y ) besetzt wird, wobei die Zustinde k und [ Zustdnde
mit positiver Energie und die Zustédnde j; Zustédnde mit negativer Energie sind,
in der Summe iiber die Zustdnde 7 in (2.13) genau zweimal vorkommt. Einmal
ist diese Wahrscheinlichkeit ndmlich in P(k) und noch einmal in P(I) enthalten.
Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit P, fiir die Erzeugung von n Paaren genau
n-mal in der Summe enthalten und damit 1st

Y P(i) =) nPy=(Noot). (2.14)

F;>0

Man kann dies auch noch etwas einfacher im Rahmen eines feldtheoretischen Zu-
gangs zeigen [Eic95]. In der Regel ist die Wahrscheinlichkeit fir die Erzeugung
von mehreren Paaren wesentlich kleiner als die fiir die Erzeugung eines einzigen
Paares. Wenn man die Erzeugung von mehr als einem Paar vernachldssigen darf,
dann 1st der Erwartungswert fiir die Anzahl der Paare gleich der Wahrschein-
lichkeit fiir Paarproduktion. Wenn im folgenden von der Wahrscheinlichkeit fiir
Paarproduktion oder auch von der Anzahl der Paare die Rede sein wird, dann
wird damit stets der Erwartungswert fiir die Anzahl der erzeugten Paare gemeint
sein, auch wenn diese Bezeichnung nicht ganz korrekt ist. Fiir die praktische
Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarproduktion muss man jeden
Zustand mit negativer Energie in der Zeit entwickeln und nach dem Stofl auf alle
Zustande mit positiver Energie projizieren. Wirkungsquerschnitte berechnet man
im Rahmen der semiklassischen Néherung durch Integration der stoparameter-
abhingigen Ubergangswahrscheinlichkeiten P,- . (b) itber den StoSparameter b:

Oe—et — 27T/ db Pe—e+ (b)b (215)
0

Um Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarproduktion mit Einfang zu berechnen,
empfichlt es sich, die Zeitumkehrsymmetrie der Ubergangsamplituden auszunut-
zen [Bec83a]. Anstatt alle Zustinde im negativen Kontinuum individuell nach
der Zeit zu entwickeln, kann man auch einen gebundenen Zustand nehmen und
diesen nach der Zeit entwickeln. Die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit
Einfang in diesen gebundenen Zustand erhélt man dann, indem man den nach der
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Zeit entwickelten anfanglich gebundenen Zustand auf alle Zustdnde mit negati-
ver Energie projiziert. Da in der Regel der Einfang in die K-Schale dominant ist,
geniigt es, den 1s;/,-Zustand nach der Zeit zu entwickeln. Diese Vorgehensweise
ist insbesondere bei Rechnungen, bei denen die zeitabhiangige Wellengleichung
direkt auf einem Gitter gelost wird, von Vorteil; denn hier beansprucht die Zeit-
entwicklung einer Wellenfunktion die gesamte Rechenzeit, und damit wird die
Rechenzeit proportional zur Anzahl der Zustande, die man in der Zeit entwickeln
mufl. Fir die in dieser Arbeit verwendete Methode der gekoppelten Kanéle ist
dieser Vorteil aber weniger bedeutend, wie in Kapitel 3 noch gezeigt wird.

2.3 Die Wahl der Basisfunktionen

Im Stof} zweier Tonen ergibt sich ein Problem dadurch, dafl die asymptotischen
Losungen der Dirac-Gleichung fiir das Zwei-Zentren-Coulomb-Problem analytisch
nicht bekannt sind. Es stellt sich damit die Frage, auf welche Zustiande man die
Wellenfunktion nach der Zeitentwicklung projizieren muf}, um die Wahrschein-
lichkeiten fiir die Paarproduktion zu erhalten, und mit welchen Wellenfunktionen
man das Vakuum, den Anfangszustand vor dem StoB, konstruieren mufl. Gleich-
bedeutend damit ist die Frage danach, welche Basis man fiir die Entwicklung der
Einteilchen-Wellenfunktionen in (2.6) verwenden soll.

Tenzer [Ten99] fithrte Rechnungen in dem System durch, in dem sich bei-
de Kerne mit entgegengesetzt gleichen Geschwindigkeiten aufeinander zu bewe-
gen. Als asymptotische Zustande verwendete er freie Wellenpakete, die er durch
Uberlagerung von Wellenfunktionen freier Zustinde konstruierte. Bei einer iiber-
wiegenden Mehrzahl der nichtstorungstheoretischen Verfahren [Mom91, Rum91,
Bal93, Bal94, Mom96, Bus00] wurden aber Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen be-
nutzt, die Losungen der Dirac-Gleichung mit dem Coulomb-Potential des Target-
kerns sind. Diese Verfahren haben den Vorteil, dafl die Basiswellenfunktionen das
Potential von einem der beiden StoBpartner in allen Ordnungen enthalten. Der an-
dere StoBpartner wirkt als Storung. Man kann das Potential des Projektilkerns bei
groflen Abstdnden zwischen den beiden Kernen mit Hilfe einer Eichtransformati-
on naherungsweise in den Wellenfunktionen beriicksichtigen, wie in Abschnitt 3.4
gezeigt wird. Die so erhaltenen transformierten Zustédnde sind jedoch nur in einer
Umgebung um das Targetion bessere asymptotische Wellenfunktionen, nicht aber
im ganzen Raum.

Wie bereits weiter oben erwdhnt, wird in den zeitabhéngigen Rechnungen in
dieser Arbeit das Kontinuum stets diskretisiert. Daraus ergibt sich das Problem,
daf die Basis mit den Wellenfunktionen ¢ (r,t) in (2.6) nicht mehr vollstandig
ist und daher die Relation (2.6) nur noch nidherungsweise giiltig ist. Auf die Dis-
kretisierung des kontinuierlichen Spektrums wird in Abschnitt 3.2 noch naher
eingegangen werden. Bei den Rechnungen in dieser Arbeit wurden die Eigen-
schaften verschiedener Basisentwicklungen naher untersucht:
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1. Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Targetkerns werden als Basis und
zur Konstruktion des Vakuums verwendet. Dieser Zugang wurde, wie be-
reits weiter oben bemerkt, auch in den meisten dlteren Rechnungen fiir
die Elektron-Positron-Paarproduktion mit dem Verfahren der gekoppelten
Kanile verwendet.

2. Die Losungen der zeitabhéngigen Dirac-Gleichung mit dem Potential des
sich bewegenden Projektilkerns werden als Basis verwendet. Diese Basis-
funktionen wandern mit dem Projektilkern durch den Raum. Man erhalt die
Basisfunktionen, indem man die Coulomb-Wellenfunktionen zunichst im
Ruhesystem des Projektilkerns berechnet und dann eine Lorentz-Transfor-
mation auf das System des Targetkerns ausfiihrt.

3. Eine Linearkombination aus Losungen der Dirac-Gleichung mit dem Po-
tential des Projektilkerns und Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Tar-
getkerns wird als Basissatz benutzt. In diesem Basisatz sind die Wellen-
funktionen des Targetkerns nicht orthogonal zu denen des Projektilkerns.
Wegen der Diskretisierung des kontinuierlichen Spektrums sind die entspre-
chenden Basisfunktionen nur auf ein endliches Gebiet ausgedehnt, und die
Wellenfunktionen werden damit fiir grole Abstdande der Kerne orthogonal
zueinander.

Ergebnisse von Rechnungen mit den oben beschriebenen verschiedenen Basisent-
wicklungen werden in den Kapiteln 5 und 6 diskutiert. Im folgenden werden die
Basisentwicklungen 1. und 2., bei denen alle Basisfunktionen an einem Kern zen-
triert sind, unter dem Begriff Ein-Zentrum-Entwicklung zusammengefait. Ent-
sprechend wird eine Basisentwicklung von der Form, wie unter 3. beschrieben, als
Zwei-Zentren-Entwicklung bezeichnet.
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Kapitel 3

Das Verfahren der gekoppelten
Kanaile

3.1 Die gekoppelten Gleichungen

I letzten Abschnitt wurde bereits auf verschiedene Basissitze eingegangen, die
fir eine Entwicklung der Einteilchen-Wellenfunktionen nach (2.6) verwendet wer-
den konnen. Um den Formalismus moglichst allgemein zu halten, wird in diesem
Abschnitt die Theorie fir die Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten
Kandle 1im Rahmen einer Entwicklung nach einem Basissatz entwickelt, der so-
wohl Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Targetkerns als auch Loésungen der
Dirac-Gleichung mit dem Potential des Projektilkerns enthalt. Fir die einfacheren
Entwicklungen, bei denen nur Basisfunktionen benutzt werden, die entweder am
Projektilkern oder am Targetkern zentriert sind, lassen sich die entsprechenden
Gleichungen aus der allgemeineren Theorie sehr einfach entnehmen. Im System
des Targetkerns kann man die Basisentwicklung schreiben als

T 1) =Y an(t)u(7t) + Y aw ()87 (0)ihw (i, 1). (3.1)
k k'

Dabei ist die erste Summe eine Entwicklung nach Basisfunktionen, die am Target-
kern zentriert sind und die zweite Summe eine Entwicklung nach Basisfunktionen,
die am Projektilkern zentriert sind. Im folgenden wird die Konvention verwen-
det, dafl die Basisfunktionen, die am Projektilkern zentriert sind, durch einen
gestrichenen Index gekennzeichnet werden, und Wellenfunktionen mit einem un-
gestrichenen Index sind am Target zentriert. Der Ansatz (3.1) wurde bereits von
Toshima und Eichler [Tos88] fiir die Berechnung von Wirkungsquerschnitten fir
Anregung und Ladungstransfer in Stoflen schwerer Ionen verwendet. Dabei be-
nutzten sie eine Basis, die nur gebundene Zustiande von Projektil und Target
enthielt. Um Elektron-Positron-Paarerzeugung beschreiben zu kénnen, miissen
in der Basis naturlich auch Zustinde des kontinuierlichen Spektrums berticksich-
tigt werden.

15
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Man erhilt die Wellenfunktionen am Projektilkern im Targetsystem, indem
man die Wellenfunktionen im Ruheystem des Projektilkerns bestimmt und dann
einen Lorentz-Boost auf das System des Targetkerns durchfithrt, das sich mit der
Geschwindigkeit —ve, gegen das System des Projektilkerns bewegt. Der Lorentz-
Boost wird mit Hilfe des Boostoperators S~'(v) ausgefiihrt, der gegeben ist durch
[Eic95]

S~ (v) = —1(1 + da.), (3.2)

_ Ja=1
5_,/7“. (3.3)

Die Basisfunktionen, die um den Targetkern zentriert sind, sind Eigenfunktionen

wobel

des Targetkern-Hamiltonoperators, und sie erfiillen daher die Dirac-Gleichung

.0 s e S
il 1) = [+ 5+ Val (7). (3.4
Entsprechend erfiillen die Basisfunktionen am Projektilkern die Dirac-Gleichung

9

ot

wobei das Target- und das Projektilpotential Vi und Vp durch (2.3) und (2.4)

gegeben sind. Fiir die Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen () wird in dieser Arbeit
die Schreibweise [Ros71]

ST w)w (7' t) = [dp+ B+ Vp] S7H(0)hw (7', 1), (3.5)

g(r)Q(8, )
() = (3.6)
1f(r)Q2,.(8,9)

verwendet. Dabei sind g(r) und f(r) die Radialfunktionen der grofien und der
kleinen Komponente und

1. m my L
QZ(9,¢)=ZZC(Z§J;mzmsu)X%"Y} (8,9)- (3.7)

Es gilt j = |k| — 1, = ||, wenn & > 0, und / = || — 1 andernfalls. Weiter ist

(1)) und Xj - <(1)) . (3.8)

Die radialen Wellenfunktionen ¢(r) und f(r) kann man dem Buch von Rose
[Ros71] entnehmen. Einsetzen des Ansatzes (3.1) ergibt ein gekoppeltes System

+
(eI
N

X _=

L
2
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von Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten ax(t) und ax/(t), das sich in der
kompakten Form schreiben lafit:

codd(t) .

N = Vad(t). .

iN— Va(t) (3.9)
Dabei ist @ = (...,a,...,ap,...) ein Vektor, der die Besetzungsamplituden

ap(t) und ay(t) enthilt. Die Matrizen N und V enthalten die Uberlapp- und die

Potentialmatrixelemente. Die Uberlappmatrixelemente sind gegeben durch

Ny = / b (F) i (F)dBr e ER= Bt (3.10)

Ny = / BHF) S (0) oo (7)o P gy (=1 Pw=Fi (3.11)
Ni, = / W (v) g () e 7Bz @By = ErmvEu)t (3.12)
Nipr = / OH(F )8 (w)bp (F ) e =0V B =Bz by g=iv(Br=Ei)t. (3.13)

und fiir die Wechselwirkungsmatrixelemente hat man

‘/;-k _ _/77/):(?) ")/OKZP(]- — Ua2)¢k(F> ds'f' e—i(Ek_Ei)t (314)

T',

Z : .
Vo = = [ 00228 o) i (3.15)

V;'/k — /77/)1' —»/ _“”VE’ZS ( )VQZP( p Uaz)l/}k(f.) dBT‘ e—i(Ek—’YEil)t (316)

V;"k’ — /¢i OéZT (f-”)e_“”Y(Ei’_Ek’)z d37‘ e—i'y(Ek—Ei)t_ (317)

Dabei ist @' = 2 — b, y' = y und 2’ = y(z — vt). Die Uberlappmatrixelemente
bilden offensichtlich eine hermitesche Matrix. Das gilt jedoch nicht fir die Matrix
V der Wechselwirkungsmatrixelemente; denn die Matrixelemente Vi und Vi
werden mit verschiedenen Potentialen berechnet. Sind die Basiswellenfunktionen
im System des Targetkerns orthogonal, was zum Beispiel fiir die Coulomb-Dirac-
Wellenfunktionen der Fall ist, dann gilt auflerdem N;p = d;x. Man beachte, dafl
die Orthogonalitit der W llenfunktlonen bei einer Lorentz- Transformatlon im
allgemeinen nur dann erhalten bleibt, wenn die Wellenfunktionen Losungen der
zeitabhingigen Dirac-Gleichung sind [E1C95] Nur dann gilt also Ny = &;s. Die
praktische Berechnung der Matrixelemente ist Gegenstand des Kapitels 4.
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3.2 Diskretisierung des kontinuierlichen Spek-
trums

In der Entwicklung (3.1) der Wellenfunktion miissen auch Wellenfunktionen aus
dem kontinuierlichen Spektrum beriicksichtigt werden, da man ansonsten Pro-
zesse wie die Elektron-Positron-Paarerzeugung, bei denen das Kontinuum eine
besonders wichtige Rolle spielt, natiirlich nicht beschreiben kann. Fiir eine kor-
rekte Behandlung des kontinuierlichen Spektrums miifiten neben den diskreten
Summen in (3.1) itber die gebundenen Zustande auch Integrale tiber die Energie E
der Zustande des kontinuierlichen Spektrums, multipliziert mit einem Koeffizien-
ten ag(t), der von dem kontinuierlichen Index E abhingt, mitgefithrt werden. Fiir
eine Behandlung der Dirac-Gleichung mit dem Verfahren der gekoppelten Kanéle
empfiehlt es sich jedoch, das kontinuierliche Spektrum in geeigneter Weise zu dis-
kretisieren. Die Diskretisierung wird durch die Konstruktion von Wellenpaketen
erreicht, die eine Uberlagerung von Wellenfunktionen des kontinuierlichen Spek-
trums darstellen. Hierbei unterscheidet man im wesentlichen zwei verschiedene
Vorgehensweisen:

1. Die Weylschen Wellenpakete sind eine Uberlagerung von zeitabhingigen
Losungen der Dirac-Gleichung:

wpP

_ 1
r(Ft) = \/ﬁ

Aufgrund der Linearitat der Dirac-Gleichung sind die Weylschen Wellenpa-
kete immer noch Losungen der zeitabhangigen Dirac-Gleichung. Die Weyl-
schen Wellenpakete bewegen sich im Raum. Fiir grofler werdende Zeiten
wandert das Maximum der Dichte zu groBeren Radien r. Abbildung 3.1
zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte

p(r) =r*(lg(r)I” + [£(r)*) (3.19)

eines Weylschen Wellenpakets zu verschiedenen Zeitpunkten ¢. Deutlich 1st
zu erkennen, daff das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichte fir grofer

E+AE/2 -
/ dE" Y (F)e™ P, (3.18)
E-AE/2

werdende Zeiten nach auflen wandert.

2. Bei den stationdren Wellenpaketen wird die zeitabhéngige Exponentialfunk-
tion aus dem Integral iiber die Energie herausgezogen, so dafl

e—iFt  E+AE/2

~ VAE E—AE[2

Man beachte, dafi die stationdren Wellenpakete weder Losungen der zeit-
abhangigen noch der zeitunabhingigen Dirac-Gleichung sind. Das hat zur

i (7))

dE" )i (7). (3.20)
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Abbildung 3.1: Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein Weylsches Wellenpaket mit
Drehimpuls x = —1 und mit der Energie £ = —2.2mc? und einer Breite
AE = 0.4mc* bei einer Kernladung Z = 92 fiir verschiedene Zeiten: t =
02=(durchgezogen), t = 202= (gestrichelt) und ¢ = 402+ (gepunktet).

Folge, daf} die stationdren Wellenpakete nach Ausfithrung eines Lorentz-
Boosts nicht mehr orthogonal zueinander sind. Anders als bei den Weyl-
schen Wellenpaketen wandert die Dichte bei den stationidren Wellenpake-
ten nicht nach auflen, sondern ist im Raum fest und nach auflen abfallend.
Betrachtet man die stationdaren Wellenpakete als Naherungen zu den Weyl-
schen Wellenpaketen, dann fallt auf, dafl diese Naherung nur dann gut ist,
wenn die zeitabhangige Exponentialfunktion im Integranden in (3.18) aus
dem Integranden herausgezogen werden darf, wenn also die Phase E’t sich
im Bereich der Integration nicht merklich dndert, also AEt < 27.

Abbildung 3.2 zeigt die radialen Wellenfunktionen G(r) = rg(r) und F(r) =
rf(r) der grofien und kleinen Komponente eines stationdren Wellenpakets.
Deutlich erkennbar sind die schwebungsartigen Strukturen in der Wellen-
funktion. Die Frequenz dieser Schwebungen ist proportional zu AE.

Ohne eine Diskretisierung des kontinuierlichen Spektrums kann man die Wellen-
funktion schreiben als

T t) = ar(t)u(7,t) + Z/dEag(t)ng(m), (3.21)
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Abbildung 3.2: Radiale Wellenfunktion eines stationdren Wellenpakets mit Dreh-
impuls £ = —1 und mit der Energie E = —2.2mc? und einer Breite AE = 0.4mc>.
Die durchgezogene Kurve zeigt die Wellenfunktion der grofien Komponente G(r)
und die gestrichelte Kurve die Wellenfunktion der kleinen Komponente F(r).

wobei (7, t) gebundene Wellenfunktionen und % (7,¢) die Wellenfunktionen
des kontiuierlichen Spektrums sind. Der Index [ steht hier fiir die Drehimpuls-
quantenzahlen der Kontinuumswellenfunktionen. Nimmt man nun an, daf§ af(¢)
auf Bereichen der Breite AF niherungsweise konstant ist, dann darf man a’;(¢)
vor das Integral ziehen und man erhélt

V() = a(t)n( ) + Y Z d ()" (7). (3.22)

k

Dabei ist 1%5] WP(F, t) ein Weylsches Wellenpaket. Man sieht also, daB die Weyl-
schen Wellenpakete als Néherung fiir das kontinuierliche Spektrum verwendet
werden diirfen, wenn die Entwicklungskoeffizienten a',(#) iiber Bereiche der Brei-
te AE, die der Breite der Wellenpakete entsprechen, ndherungsweise konstant
sind. Will man stationdare Wellenpakete verwenden, dann muf, wie bereits weiter
oben bemerkt wurde, zusitzlich die Voraussetzung AEt < 27 erfiillt sein. Die
stationdren Wellenpakete sind daher in ihrer Anwendung weiter eingeschrankt
als die Weylschen Wellenpakete. Leider erweist sich die Verwendung der Weyl-
schen Wellenpakete aber als zu aufwendig, da sie fiir alle Zeiten ¢ neu berechnet
werden miissen. Dahingegen geniigt es, die stationdren Wellenpakete ein einzi-
ges Mal fiir alle Zeiten t zu berechnen. Auch gibt es fiir die Wellenpakete, die
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durch Uberlagerung von Dirac-Coulomb-Wellenfunktionen berechnet werden, kei-
ne analytischen Formeln. Das Integral iiber die Energie zur Bildung der Pakete
muf also numerisch berechnet werden. Obwohl die stationaren Wellenpakete keine
Eigenfunktionen des Coulomb-Dirac-Hamiltonoperators sind, ist die Matrixdar-
stellung dieses Hamiltonoperators beztiglich einer Basis diagonal, die aus gebun-
denen Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen und stationdren Wellenpaketen besteht.
Das Matrixelement des Hamiltonoperators zwischen zwei stationaren Wellenpa-
keten ist namlich

<T/5§];|HCD |l/)§P>

1 E;+AE/2 E;+AE/2 '
“AE dEl/ aE" / d*r k(7)) Hop b (7)

AE E;—AE/2 E;—AE/2
1 Ei+AE/2 E;+AFE/2
- - dEl/ dEIIEllé'(EI _ E")
AE E;—AE/2 E;-AFE/2
! A dE'E'S E;é$ 3.23
AE Jg_amp Pty (3:23)

Der Einfachheit halber wurde hier vorausgesetzt, dass die Wellenpakete alle die
gleiche Breite AE haben.

3.3 Storungstheorie

Der Zeitentwicklungsoperator Uy (7, 79) im Wechselwirkungsbild lafit sich in Form
der Dyson-Entwicklung schreiben als [Sch61]

Ur(r,m) =1 —i/ dt, Vi (t (=) / dtl/ dt;Vi(t)Vilts) + ...,

(3.24)

wobei V;(t) die Storung im Dirac-Bild (Wechselvvlrkungsblld) ist. Damit ergibt
sich fiir die Amplitude fiir einen Ubergang von einem Zustand i nach einem
Zustand f in der ersten Ordnung der Stérungstheorie

Ay = b —i/ d*z L (F)V () (F)e Pt (3.25)

Bekanntlich lassen sich die storungstheoretischen Amplituden auch aus den ge-
koppelten Gleichungen herleiten. Dazu betrachten wir die gekoppelten Gleichun-
gen im Rahmen einer Entwicklung, die nur Basisfunktionen um den Targetkern
enthalt:

t) = Z ka(t)ak(t). (326)
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Unter der Annahme, dafl

a;(t) =1 (3.27)
ag(t) =0 fur k # f. (3.28)

erhalt man a;(t — o0) = Ay;. Im Gegensatz zur Theorie der gekoppelten Kanéle
ergibt die Stérungstheorie Amplituden, die in jeder Ordnung invariant unter Lor-
entztransformationen und Eichtransformationen des elektromagnetischen Feldes
sind [Moh98|.

Mit dem Liénard-Wiechert-Potential des Projektilkerns laBt sich die Uber-
gangsamplitude nun schreiben als

yaZp(l — va,)

(e~ Fi=Ep)t '
\/(w—b)2+y2+72(z_vt>2¢l( ) : (3.29)

Aji = z/ d*z ()

Dabei sind ;/Jj,(F) und v;(7) verschiedene stationdre Losungen der Dirac-Gleichung
mit dem Potential des Targetkerns. Numerische Rechnungen im Rahmen der
Storungstheorie werden am geschicktesten durch Fourier-Transformation des Po-
tentials und Integration tiber den Impulsiibertrag durchgefithrt. Dann 148t sich
némlich auch die Integration iiber den Stofiparameter analytisch ausfithren [Eic95].
Wir benotigen jedoch auch die stofparameterabhéngigen Wahrscheinlichkeiten
P(b), damit diese mit den Ergebnissen der nichtstérungstheoretischen Rechnung
mit dem Verfahren der gekoppelten Kanile verglichen werden kénnen. Der Aus-
druck (3.29) lafit sich aber auch dann weiter vereinfachen. Man kann die Integra-
tion tber die Zeit namlich analytisch ausfiihren unter Benutzung der folgenden
Darstellung der modifizierten Besselfunktion Ky(z) [Abr72]

too cos(ax)
K, = de ——=. 3.30
XO(“) o z \/m ( )

Damit hat man dann

o] dt e—i(Ei—Ef)t 1 /OO d e—i(EizEf)Ze—i(Ei—Ef)%
= — U
o A+t =22 S Va2 + u?

T la|w .
. 1 o0 —i(E;—-Ey) o iqoz
ST B "¢ K0<|q°“|) (3.31)

Yo o V1 +w? v v

mit den Abkiirzungen a = /(z — b)? + y? und ¢y = (E; — E;)/v. Die Ubergangs-
amplitude in der ersten Ordnung der Storungstheorie la8t sich dann schreiben
als

Ay = 5 22" /d3r PR — va,)e 0 K <%\/m> $i(r). (3.32)

v
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Abbildung 3.3: Differentieller Wirkungsquerschnitt fiir Paarproduktion mit Ein-
fang in die K-Schale des Projektilions im Stoff von U?** 4 Au™7 bei einer Stof-
energie von 930 MeV/Nukleon in Abhingigkeit von der Energie des erzeugten
Positrons fiir verschiedene Partialwellen mit Drehimpulsen . Die durchgezogene
Linie zeigt den differentiellen Wirkungsquerschnitt (summiert iiber Partialwellen
mit |k| < 6). Die anderen Linien zeigen partielle differentielle Wirkungsquer-
schnitte fiir verschiedene Drehimpulse. Uber die magnetischen Quantenzahlen

suminiert.
Dieser Ausdruck kann nun zur Berechnung von differentiellen Wirkungsquer-
schnitten gemafl der Formel

dUz’—)f
dE

0

herangezogen werden. Abbildung 3.3 zeigt den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do/dE, fur die Paarproduktion mit Einfang in die K-Schale des Projektils in
Stofen von U??*-Tonen mit Au™*-Ionen bei einer Stofienergie von 930 MeV /Nu-
kleon in Abhéangigkeit von der Energie des erzeugten Positrons. Die Abbildung
zeigt die partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir Kontinuumszustande
mit Drehimpulsen K = -1,k = 1,k = =2,k = 2 und den gesamten differentiellen
Wirkungsquerschnitt, der durch Summation tiber Drehimpulse bis zu |&|maz = 6
erhalten wurde. Man erkennt ein Maximum des Wirkungsquerschnitts bei ei-
ner Positronenenergie zwischen 1,5 me? und 2 me*. Fiir die héheren Drehimpulse
|| = 2 liegt das Maximum des partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitts bei
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Abbildung 3.4: Partieller Wirkungsquerschnitt fiir Paarproduktion mit Einfang
in die K-Schale des Projektilions im Stofi von U+ 4 Au™7 bei einer Stofenergie
von 930 MeV/Nukleon fir verschiedene Partialwellen mit Drehimpuls .

etwas groferen Energien als bei den niedrigsten Drehimpulsen. Aus der Abbildung
wird auch erkennbar, daf} Positronenenergien bis etwa E, = 8mc? ausreichend
sind, um totale Wirkungsquerschnitte zu bestimmen. Durch Integration iber die
Positronenenergie erhilt man einen Wirkungsquerschnitt von o = 0,76 b in guter
Ubereinstimmung mit dem von Busic [Bus00] berechneten Wert von ¢ = 0,7 b.
In dem bereits erwihnten Experiment von Belkacem et al. [Bel97] wurde aber
ein Wirkungsquerschnitt von o = 2,19 £ 0,25 b gemessen. Dieses Experiment
liefert damit einen deutlichen Hinweis auf starke nichtstérungstheoretische Ef-
fekte. Abbildung 3.4 zeigt die partiellen Wirkungsquerschnitte fiir Drehimpulse
des Kontinuumszustandes bis zu |&|mqr = 6. Man erkennt, daff Zustdnde mit ei-
nem Drehimpuls kK = —1 den gréfiten Beitrag zum Wirkungsquerschnitt ergeben.
Etwas iiberraschend ist die Tatsache, dal der partielle Wirkungsquerschnitt fiir
den Drehimpuls k = 2 grofler ist als der fiir den Drehimpuls kK = 1. Fiir Dre-
himpulse || > 3 findet man, daf} die partiellen Wirkungsqerschnitte zum jeweils
nachsthoheren Drehimpuls || + 1 mit einem Faktor 1/2 abfallen. Extrapoliert
man diese Relation zu noch groBeren Drehimpulsen || > 6, dann findet man, daf
bereits 98% des Gesamtwirkungsquerschnitts auf die Drehimpulse mit || < 6 fal-
len. Die hier dargestellten storungstheoretischen Resultate kann man nun als An-
haltspunkt fiir nichtstérungstheoretische Untersuchungen nehmen und damit den
relevanten Bereich der Energien, Drehimpulse und Stofiparameter abschétzen,
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die zum Wirkungsquerschnitt einen Beitrag liefern. Dabei mufl jedoch beach-
tet werden, dal man in einer zeitabhéngigen Rechnung nicht nur jene Zustédnde
berticksichtigen muf}, die nach dem Stofl einen Beitrag zum Wirkungsquerschnitt
liefern, sondern vielmehr all jene Zusténde, die zu irgendwelchen Zeiten wahrend
des Stofiprozesses merklich besetzt werden. Da man sich bei den Rechnungen mit
dem Verfahren der gekoppelten Kanile auf kleine Basissatze beschranken muf,
kann man die stérungstheoretischen Resultate verwenden, um die Wahrschein-
lichkeiten fiir einen Ubergang in jene Endzustinde zumindest niherungsweise zu
berechnen, die in der Basis nicht enthalten sind.

3.4 Coulomb-Randbedingungen

Fir grofie Zeiten t fallt das Liénard-Wiechert-Potential des Projektilkerns am
Ort des Targetkerns nur mit ; ab. Dieser langsame Abfall der Potentialstérke
spiegelt sich auch in den Wechselwirkungsmatrixelementen wider, so dafy wir er-
warten miissen, daf} sich die Amplituden auch fiir grofie Zeiten noch recht stark
verdndern und die im Rahmen des Verfahrens der gekoppelten Kanile berech-
neten Ubergangswahrscheinlichkeiten nur langsam stationire Werte annehmen.
Daher wire es natiirlich wiinschenswert, wenn die Langreichweitigkeit der Wech-
selwirkung beseitigt werden konnte. Einen Weg, das zu erreichen, haben Toshima
und Eichler [Tos90b] vorgeschlagen. Betrachten wir dazu zunéichst die Losungen
¢r(r,t) der Dirac-Gleichung mit dem Potential des Targetkerns im System des

Targetkerns. Multipliziert man diese mit dem Phasenfaktor e=rm(R'=vt) o

bei vp = aZp/v, R = Vb2 +v2”* und ¢ = ~(t — vz), dann erfiillt die neue
Wellenfunktion

(1) = Pr(7, t)emr ) (3.34)
die Dirac-Gleichung

N Zra  ~yaZp(l —ve,)| , .
La"bT(Tvt) = |ap + /3 - r - \/m ¢’T(r7t>' (335>

Im Vergleich zur Dirac-Gleichung, die von der Coulomb-Dirac-Wellenfunktion
Yr(r,t) erfullt wird, enthélt (3.35) einen zusitzlichen Potentialterm

yaZp(l —va,)
/b2 + v2t?

Am Ort des Targetkerns, dem Ursprung des Koordinatensystems, ist dieses Po-
tential exakt gleich dem Liénard-Wiechert-Potential, das durch den Projektilkern
verursacht wird. Toshima und Eichler haben gezeigt, dafl das zusédtzliche Poten-

VB = (3.36)

tial V.Y gerade den ersten Term einer Entwicklung des Projektilkernpotentials

nach dem internuklearen Abstand R’ = Vb2 + v2t’? darstellt. Die transformierte
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Wellenfunktion ¢/.(r,¢) berticksichtigt also einen Teil des Projektilkernpotenti-
als. Fir grofe Zeiten kann man in der Umgebung des Targetkerns die Terme
hoherer Ordnung in der Entwicklung des Liénard-Wiechert-Potentials nach R’
vernachldssigen. Demnach stellt die transformierte Wellenfunktion eine asympto-
tische Losung der Dirac-Gleichung mit den Potentialen der beiden Streupartner
im System des Targetkerns dar. Eine dhnliche Untersuchung kann man auch fir
die asymptotischen Zusténde des Projektilkerns durchfithren. Wenn ¢ p(7, t) eine
Coulomb-Dirac-Wellenfunktion des Projektilkerns imm Ruhesystemn des Projektil-
kerns darstellt, dann erhélt man die entsprechende Losung 1im System des Target-
kerns durch Anwendung des LorentzBoost-Operators S~ (v). Multipliziert man
diese geboostete Wellenfunktion mit dem Phasenfaktor ¢ ™(E+v9) dann erfitllt

die transformierte Wellenfunktion
Ph( 1) = €T IRR) S () ) (3.37)
die Dirac-Gleichung

. a / — — = Z « aZ / —
i—p(Ft) = [dp+ 3 — e (1 — vaz)fp Yp (7, 1), (3.38)
ot R '

wobei rlp = \/(.L —b)?+y? 4+ 4%z —vt)? und R = /b% + v?t%. Hier erhilt man

also das zusatzliche Potential

OzZT

7
Am Ort des Projektilkerns rp = (b,0, vt) ist dieses Potential gleich dem durch
den Targetkern verursachten Coulombpotential. Ahnlich wie im Fall der Target-
zustande stellt die transformierte Wellenfunktion fiir grofie Zeiten wieder eine
asymptotische Losung der vollen Dirac-Gleichung mit den Potentialen der bei-
den Kerne dar. Man beachte, dafl im Falle der Projektilzustande das zusatzliche
Potential V;¥'® nicht vom Ort abhiingig ist. Diese Tatsache ist, wie in Abschnitt
5.2 noch gezeigt wird, von grofler Bedeutung. Da die oben gemachten Aussa-
gen sich jeweils auf Umgebungen des Target- bzw. des Projektilkerns beziehen,
sollten die oben beschriebenen asymptotischen Losungen nur fiir Elektronen, die
sich fiir grofie Zeiten in der Umgebung eines Kerns befinden, giiltig sein. Damit

VB = — (3.39)

sollten sich diese Zustdnde insbesondere zur Beschreibung von Anregungs- und
Transferprozessen eignen.

In numerischen Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kandle konn-
ten Toshima und Eichler [Tos90b] zeigen, dal mit dieser Methode berechnete
Wahrscheinlichkeiten fiir Anregung und fir den Ladungstransfer in Stofen zwi-
schen zwei U?**-Tonen bei 500 MeV /Nukleon schneller stationir werden, wenn
man Coulomb-Randbedingungen verwendet, das heifit, wenn man anstatt der
Entwicklung (3.1) nach atomaren Wellenfunktionen die asymptotischen Wellen-
funktionen als Basisfunktionen verwendet. Auflerdem fanden sie, dafl die Wahr-
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scheinlichkeiten fiir Ladungstransfer und Anregung iiber einen sehr langen Zeit-
raum vor der néchsten Anndherung der beiden Kerne praktisch gleich null blei-
ben und sich erst bei relativ kleinem Abstand der Kerne zu verdndern beginnen.
Die Folge ist, dafl man die Rechnungen auf einen kleineren Zeitraum begren-
zen kann. Leider gehen durch die Anwendung der Coulomb-Randbedingungen
Symunetrien verloren und die Berechnung der Matrixelemente nimmt daher mehr
Zeit in Anspruch. Busic [Bus00] fand, dafi Coulomb-Randbedingungen auch fiir
den Prozefl der gebunden-freien Paarproduktion von Bedeutung sind. Im Rah-
men von Rechnungen mit dem Verfahren der Finiten Elemente zeigte er, dafl
die oben gemachten Aussagen iiber das Verhalten von Wahrscheinlichkeiten fiir
Anregung und Ladungstransfer auch bei der Paarproduktion mit Einfang Giltig-
keit besitzen. Die Verwendung von Coulomb-Randbedingungen fihrt auch hier
zu Wahrscheinlichkeiten, die schneller stationir werden.

Es soll noch bemerkt werden, daf§ die Multiplikation der Wellenfunktion mit
einem Phasenfaktor eine Eichtransformation darstellt. Daraus folgt sofort, dafl
Wahrscheinlichkeiten, die mit der Stérungstheorie in erster Ordnung berechnet
werden, unabhéngig davon sind, ob Coulomb-Randbedingungen verwendet wer-
den oder nicht, da die Stérungstheorie invariant unter Eichtransformationen ist
[Eic95]. Das gilt jedoch im allgemeinen nicht mehr fiir Rechnungen mit dem Ver-
fahren der gekoppelten Kanile.
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Kapitel 4

Berechnung der Matrixelemente

4.1 Target-Target-Matrixelemente

Die Target-Target-Matrixelemente (3.14) (Matrixelemente des Projektilkernpo-
tentials zwischen zwei Basisfunktionen, die am Target zentriert sind) werden am
besten mit Hilfe einer Multipolentwicklung des Liénard-Wiechert-Potentials des
Projektilkerns berechnet. Dazu schreibt man

—vaZp(l — va,)

Vp =
SRV CE L HEO
oo L
= —yaZp(l—va.) Y Y MY (r,t)V}(6,9). (4.1)
L=0M=-=1L

Auf die Berechnung der Multipolmomente M} (r,t) des Projektilpotentials wird
in Anhang A genauer eingegangen. Das Matrixelement (3.14) wird damit zu

T.l

Zp(1 — vas, o
V;'k — _/1%’2‘(7—_»)70! P( V& )'gbk(F)dgT e—z(Ek—Ez)t

= —yaZp {E(mmiﬂ/}f\qlikmk)ﬂi

L

— iv((mmi|azY]—f\/f| — /ikmk>F5€ — <—ﬁimi|azYLM|ﬁkmk>Ffi) e~ (Er=Ei)t (4.2)

Dabei 1st
Fy. = /OOO dr v* (gi(r)gi(r) + fi(r) fu(r)) ML (r,) (4.3)
F; = /000 dr 2 g;(r) fe(r) MM (r,t). (4.4)

29
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Die winkelabhangigen Teile des Matrixelements lassen sich analytisch berechnen.
Dazu verwendet man die Beziehung [Bri68]

. . , 27/ +1 ., 1 1
11/2 I'1/24") = (=1)/~k-1/2, /22 T~ T 4.
(T1/25||Cel|l'1/25") = (1) \/2k+_1CXJJ 5 20% (4.5)

Ci0. ) = || 5 ¥P(6.9). (1.6)

Damit ergibt sich schliellich unter Ausnutzung des Wigner-Eckart-Theorems

p P11 1
(rima Vi ) = (=172 2= C g Ls 5 = 50)C L i Mom).
(4.7)

wobel

Weiter hat man
</~f,,-mi|(szLM|K,kmk> = /dQ Q:“i”(szLMQ:lk

= ZZ ZQmsC(lk§]k;mlkmsmk)C(l,E]f;;mlimsm,;) /dQ Y I; Y[{WYEk b

my, My, Ms

(4.8)

Die verbleibende Integration tiber die Winkel § und ¢ kann nun analytisch aus-
gefiihrt werden unter Benutzung von [Sak94|

/ 490 Y ()Y Q)Y (9)

oy +1)(20, + 1
:\/( ZW(2;£+21) )C(l11213;m1m2m3)0(11lzl3;000)a (4.9)

und man erhalt damit

1. 1.
<ﬁimi|aij—f\/f|/€kmk> = Z Z ZZmSC(lkﬁjk; mlkmsmk)C(li§]i; my;msm;)

mlk mli Mg

(20, + 1)(2L + 1) ) J
8 \/ 4m(21; 4+ 1) C(IxLl;; my, My, )C (1 Ll;; 000).  (4.10)

Die Summationen iiber die magnetischen Quantenzahlen kénnen auch analytisch
mit Hilfe von Racah-Algebra ausgefithrt werden. Da die dafiir benttigte Rechen-
zeit verhaltnismaBig kurz ist, werden diese Summationen bei den Rechnungen
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Abbildung 4.1: Wechselwirkungsmatrixelement Vie = Vige iE=Et wischen
zwei Kontinuumszustinden des U%T mit den Energien E; = —2.5mc¢? und
Ei. =25mc* k; = ki = —1 und m; = my, = % in Abhéingigkeit von der Zeit ¢ fiir

einen Stofiparameter b = 0,125\.,7 = 2 und fiir aZp = 1. Die gestrichelte Linie
zeigt den Imaginérteil, die durchgezogene den Realteil des Matrixelements.

in dieser Arbeit aber explizit ausgefithrt. Man beachte, daf mit Hilfe der Multi-
polentwicklung die dreidimensionale Integration (3.14) auf eine eindimensionale
reduziert werden konnte. Die verbleibende Integration tiber r wird numerisch mit
Hilfe eines adaptiven Gauss-Kronrod-Verfahrens [Pie83] ausgefithrt. Abbildung
4.1 zeigt das Wechselwirkungs-Matrixelement Vi = Vipe™(Fi=Ex)t
Kontinuumszustanden mit verschiedenen Energien in Abhéngigkeit von der Zeit
t. Deutlich erkennbar ist der recht langsame Abfall des Imaginérteils des Matrix-
elements mit der Zeit. Wesentlich schneller mit der Zeit fallen die Matrixelemente
zwischen Zustdanden mit verschiedenen magnetischen QQuantenzahlen ab.

zwischen zwel

4.2 Projektil-Projektil-Matrixelemente

Fiir die Berechnung der Projektil-Projektil-Matrixelemente (3.17) (Matrixele-
mente des Targetpotentials zwischen zwei Basisfunktionen, die am Projektil zen-
triert sind)

alr

e BB (a)
r

Vi = — / B (752 ()
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substitulert man

"=+ —b
I
Y
8

x

Y
!

z

(z — vt). (4.12)
Das Integral (4.11) wird damit zu
1

Viw = —= / 1’ G (7)) L2y (7 ) = =)
")/ r
Z . ' ; t
_ _l/ Br' ol (71§72 (v) L2 W= Fin)ve! gy (e~ B =Ea)5 - (4.13)
F}/ T

Dabel ist r = \/(J:’ +b)2 4 y'* + (2—/ + vt)?. Die Integration {iber den Winkel ¢’
kann nun analytisch ausgefithrt werden. Dazu muf} das folgende Integral berechnet
werden:

2m eiAmqb
I= dd ) 4.14
/o ¢\/52+p2+b2+2pbcos¢ ( )
Dabei ist §2 = (§ + vt)2. Bei1 unseren Rechnungen werden wir uns auf solche

Ubergiinge beschrinken, bei denen |Am| < 1. Das ist zwar eine recht starke Ein-
schrankung, doch wird ansonsten die Zahl der zu berechnenden Matrixelemente

zu grol. Mit der Abkiirzung

a= \/b2+p2+52+26p (4.15)

bekommt man fiir diese Integrale

4 [ 4bp
I=-K (—2> , (4.16)

a a

falls Am = 0 und

1 Abp\ 4, [ 4bp
I=—(4aE [ —L) =202+ 82+ p))K [ —L 41
pr<a <a2> O +p)&<a2>>’ 417)

falls Am = +1. E(z) und K(z) bezeichnen hierbei vollstandige elliptische Inte-
grale. Die numerische Berechnung dieser Funktionen erfolgt mit Hilfe der Appro-
ximationen (17.3.34) und (17.3.36) in [Abr72]. Die verbleibenden Integrationen
iber den Winkel 6’ und tber ' miissen dann durch numerische Integration be-
rechnet werden. Die Berechnung der Projektil-Projektil-Matrixelemente ist damit
erheblich aufwendiger als die der Target-Target-Matrixelemente. Letztere konn-
ten namlich mit Hilfe der Multipolentwicklung auf eindimensionale numerische
Integrationen reduziert werden.
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Eine direkte Multipolentwicklung der Projektil-Projektil-Matrixelemente 1st
zwar moglich, wird aber durch das Auftreten der z-abhiangigen Exponentialfunk-
tion e(Fw=Fi)v' iy (4.13) erschwert. Die Entwicklung dieser Funktion nach Ku-
gelflachenfunktionen fithrt namlich zu einer weiteren Sumime iiber Drehimpulse.
Die Folge ist, dafl dann, anders als bei den Target-Target-Matrixelementen, eine
unendliche Summe iiber Drehimpulse zu jedem Matrixelement beitrégt. Es soll
aber darauf hingewiesen werden, daf} es prinzipiell moglich ist, die Berechnung der
Matrixelemente (4.11) auf eine eindimensionale numerische Integration zu redu-
zieren. Dazu substituiert man in (4.11) anstatt (4.12) 2" =2’ =2 -b,y" =y =y
und z” = 2'/y = z — vt. Damit wird das zu berechnende Matrixelement

S=2(v)aZr
\/(;U" +b>2 I y//2 I (Z” I Ut)2

kl(F /)e—i(Ek;—Ei/)(%—'yuz“).

T
(4.18)

Nun wird die Multipolentwicklung der Coulomb-Wechselwirkung [Jac75] verwen-
det, und man schreibt

00 L I
1 — 4m TI<I noon M
V(" 402 +y" (2 ot ; MZ 2L+ 1r //L+1YL (6%, &)Y (65, 0)-

(4.19)

Dabel ist

r" wenn 1" <R
re = { R (4.20)
sonst

mit r"’ = \/(J;” +0)? + y"* + (2" + vt)? b? + (vt)? und cos b, = —%. Eine

entsprechende Relation hat man fiir 7 Man deﬁnlert nun

A (r") = / YL (7 1) S (0) b (7)Y (8", ¢! Fwr = Fa)vw=" (4.21)

und

nL

Ii”(R):/O dr’ " ’:<L+1ALM(T”). (4.22)
r>

Damit 14t sich dann das Matrixelement (4.11) schreiben als

Vo= -aze 35 35 AT OIS

L=0M=-L

Diese Form der Zerlegung des Matrixelements hat nun im Wesentlichen zwei Vor-
teile. Erstens erkennt man, dafl das Integral A} (r”) keine Abhéngigkeit von der
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Zeit aufweist. Daraus folgt, dal man dieses Integral nur einmal fiir alle Zeiten t,
die man in der Rechnung bendétigt, berechnen mufl. Der zweite Vorteil besteht
darin, daf das Integral IM(R) nur von einem Parameter R abhiingt, der sowohl
die Abhédngigkeit vom Stofiparameter b als auch von der Zeit ¢ beinhaltet. Man
geht am besten so vor, daB man das Integral A} () fiir verschiedene Werte von r”
berechnet und tabelliert. Dann berechnet und tabelliert man das Integral I (R)
fiir alle Werte von R 1m Bereich von Ruin = bmin bis Rmar = \/b2 + (Vtmaz)?,

max

wobel b,,;, und b,,4, den minimalen und maximalen Stolparameter, fiir die eine
zeitabhingige Rechnung gemacht wird, bedeuten. Wenn man die Integrale I (R)
fir alle Werte von L und M (bis zu einem gewissen maximalen Wert) separat ta-
belliert, folgt daraus, dal man diese Integrale fiir zeitabhangige Rechnungen bei
beliebigen Stofiparametern verwenden kann. Man muf also nicht fir jeden Stof3-
parameter die Integrale neu berechnen. Leider wird die Zahl der zu tabellierenden
Integrale sehr grof}, wenn man diese Integrale nun nicht nur fiir verschiedene Wer-
te des Parameters R, sondern auch fiir alle maéglichen verschiedenen Werte von
L und M abspeichern mufi. Bei Tests dieser Methode ergab sich jedoch aufler-
dem das Problem, dafi man das Integral AY (") extrem dicht tabellieren mus,
damit das Matrixelement Vi, auch fiir grofie Zeiten noch mit geniigend hoher Ge-
nauigkeit berechnet werden kann. Aufgrund dieser Schwierigkeiten kommt diese
Methode bei den Rechnungen in dieser Arbeit nicht zum Einsatz. Sie kann je-
doch als Ausgangspunkt fiir weitergehende Untersuchungen dienen. Abbildung
4.2 zeigt das Matrixelement des Targetpotentials beziiglich zweier Wellenpake-
te, die am Projektilkern zentriert sind. Im Vergleich zur Abbildung 4.1, die das
Matrixelement des Projektilpotentials zwischen zwei Wellenpaketen am Target
darstellt, féllt auf, dafl Realteil und Imaginérteil des in 4.2 gezeigten Matrixele-
ments schneller mit der Zeit abfallen. Diese Tatsache ist, wie in Abschnitt 5.2
noch gezeigt wird, fiir Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kanéle
von duflerster Wichtigkeit. Wenn die Matrixelemente mit der Zeit schneller ab-
fallen, dann dndern sich die Besetzungsamplituden fiir grofle Zeiten nicht mehr
so stark, und die Wahrscheinlichkeiten werden schueller stationr.

4.3 Zwei-Zentren-Matrixelemente

Die Zwei-Zentren-Matrixelemente (3.11), (3.12), (3.15) und (3.16), also jene Ma-
trixelemente, bei denen Zustdnde von Projektil und Target beteiligt sind, lassen
sich offenbar nicht so einfach berechnen wie die Ein-Zentrum-Matrixelemente, da
die Wellenfunktionen des Anfangs- und Endzustandes zu verschiedenen Zentren
gehoren und sich diese Integrale daher nicht, wie im Falle der Target-Target-
Matrixelemente (3.14), durch eine Multipolentwicklung des Potentials auf ein-
dimensionale Integrale zuriickfithren lassen. Auch 148t sich die Integration iiber
den Winkel ¢ nicht analytisch ausfithren wie etwa bei den Projektil-Projektil-
Matrixelementen (3.17). In ihren Rechnungen fiir Anregung und Ladungstrans-
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Abbildung 4.2: Wechselwirkungsmatrixelement Vi = V;-:k//e_i(Ek’_Ei’)% zwischen
zwei Kontinuumszustianden des U mit den Energien E; = 2.5mc* und Ej =
—2.5mc?, k; = Kk = —1 und m; = my = % in Abhangigkeit von der Zeit ¢ fir
einen Stofiparameter b = 0,125\., v = 2 und fiir aZr = 1. Die gestrichelte Linie

zeigt den Imagindrteil, die durchgezogene den Realteil des Matrixelements.

fer haben Toshima und Eichler [Tos88, Tos90a, Tos90b] diese Matrixelemente
berechnet, indem sie zunachst eine Transformation auf spheroidal elliptische Ko-
ordinaten und dann die dreidimensionale Integration iiber das Volumen in diesen
Koordinaten vollstandig numerisch ausgefiithrt haben. Tests haben jedoch gezeigt,
daf} diese Art der Berechnung der Zwei-Zentren-Integrale fiir die Rechnungen in
dieser Arbeit nicht geeignet ist. Erstens miissen ndmlich wesentlich mehr Inte-
grale berechnet werden als in den oben genannten Rechnungen, da hier ja auch
Kontinuumszustande in der Basis mitgefithrt werden, und zweitens konvergiert
die numerische Integration aufgrund des oszillierenden Verhaltens des Integran-
den viel langsamer, wenn einer der beiden beteiligten Zusténde ein Kontinu-
umszustand ist. Eine dreidimensionale numerische Integration der Zwei-Zentren-
Matrixelemente im Ortsraum erwies sich daher als nicht praktikabel.

Im folgenden wird gezeigt, daf es besser ist, die Integration im Impulsraum
statt im Ortsraum auszufithren. Dazu benétigt man die Fourier-Transformierten
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der beteiligten Zustinde. Zunéchst soll hier das Uberlappintegral (3.11)
Njo = / r P} (F) ST (v )i (7 ) e~ Bt =Eis) (4.24)

betrachtet werden. Die Fourier-Transformierte qgi/(l_c’,t) der geboosteten Wellen-
funktion S~ () ist gegeben durch

(27r>3/2/d37“ S_I(U)¢i’(F/atl)€_ikr (4.25)

S (w)a(7 ' ) = ! /d%{bi,(é,t)ei . (4.26)

Wie in Anhang B gezeigt wird, laBt sich die Fourier-Transformierte der geboo-
steten Wellenfunktion schreiben als

57H(v)

. k,
¢Z‘/(k‘, t) =

. By
Gir(kpy by, — — UEi;)e_lk“be_Z(TMzu)t. (4.27)
v

-

Dabei ist ¢i(k) die Fourier-Transformierte der ungeboosteten Wellenfunktion.
Wenn man nun auch fir die Wellenfunktion ¢ () mit Hilfe der Fourier-Trans-
formation

— 1 v fyrs
61(7) = / B (0 ) (4.28)

schreibt, und dann (4.26) und (4.28) in (4.24) einsetzt, dann kann man die Inte-
gration tiber die Ortskoordinaten ausfithren. Da dabei eine d-Funktion beziiglich
der Impulse Eund &' entsteht, 1laBt sich nun auch die Integration iiber den Impuls
E ausfithren, und man erhalt

o : By . .
Npo = %/ Pk S (F)S™ (0) ik, by, k; — 0 Ey)e S M mikab Byt (4 99)

Dieser Ausdruck sieht zwar zunéchst nicht einfacher aus als (4.24), doch kann
man hier die Integration itber den Winkel ¢ analytisch ausfithren. Es ist ndmlich

[Abr72]

2m T
/ don e~ tkebti(my—mp)dr (_1)Tflil—mf / déy 2 cos [(m,/ . mf)ﬁbk] kb sin ), cos o
0

0

= 27 (=)™ =" T s (KD sin B ). (4.30)

Dabei ist Ji(z) eine gewohnliche Besselfunktion. Ein weiterer wichtiger Vorteil
der Integration im Impulsraum besteht darin, dafl die Zeit ¢ i Integranden von
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. E; .
(4.29) nur noch in der Form ¢! Fr==7)t=ik=vt o uftaucht. Nach Anhang B 148t sich
die Fourier-Transformierte der Wellenfunktion schreiben als

9(p) Y (6, bp)
é(p) = (=)' | : (4.31)
F(P)Z,(6p, 6p)

Dabei ist [ = j 4+ 1/2 sgu(k). g(p) und f(p) sind reelle Funktionen, die nur vom
Radialimpuls p abhéngen. Damit kann man das Integral dann schreiben als

Ny = 27r(_z')|mi/—mf|+li/—lfei(Ef_%)tl/ dk. {e—ikz’ut
V-

o /v+1
X / dkp kaImi:—mfl(kPw 1T B (Fl(kpak ) + 5F2(kmk2)> (4'32>
0

mit
Pk, e) = (35 (R)3w (F) + Fo (k) o () 07/ (6, 00077 (8,0) (4.33)
Fy(Fp, k) = g5 (k) for () (B8, 0)0. Q75 (84,0)
+ (k)G (K)Q™ 1 (81, 0)0. Q27 (6], 0). (4.34)
Dabei ist
k= \/k2 + k2 + (k— - UE,,-,>2, P i (4.35)
Y v+1
und
8, = arccos [k/vki—,vE] . (4.36)

Die Integration iiber k, ist unabhingig von der Zeit. Es geniigt also, diese In-
tegration einmal auszufithren und das Ergebnis fiir verschiedene Werte von k.,
zu tabellieren. Danach muf fiir jeden Zeitpunkt ¢, fiir den das Integral benotigt
wird, nur noch ein eindimensionales Integral iber k, ausgefiihrt werden. Da-
durch kann die Berechnung der Zwei-Zentren-Uberlappintegrale effektiv auf eine
eindimensionale numerische Integration reduziert werden. Abbildung 4.3 zeigt
die Radialfunktionen g(p ) und f(p) der grofien bzw. kleinen Komponente der
Fourier-Transformierten eines stationdren Coulomb-Dirac-Wellenpakets fir das
U?*-Ton mit E = —2,5mc®>, AE = imc® und £ = —1. Deutlich ist zu erken-
nen, dafy die Radlalfunktlon der kleinen Komponente groflere Werte annimmt,
was auf die negative Energie zuriickzufiithren ist. Ferner sieht man, dafl die W 1—
lenfunktionen fiir Impulse &, die grofler als der Maximalimpuls des Wellenpakets
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Abbildung 4.3: Radialfunktionen §(p) (durchgezogen) und f(p) (gestrichelt)
der Fourier-Transformierten eines stationdren Coulomb-Dirac-Wellenpakets des
U?*-Tons mit E = —2,5mc?, AE = 2mc? und = —1.

sind, sehr schnell verschwinden. Das ist fiir die Berechnung der Matrixelemente
vorteilhaft, denn man kann so den Integrationsbereich auf relativ kleine Impul-
se einschranken. Gut zu erkennen sind auch die Impulse, die zu der minimalen
und der maximalen Energie des Wellenpakets gehoren. An diesen Stellen wird die
Fourier-Transformierte der Wellenfunktion singular.

Die Wechselwirkungsmatrixelemente Vs und Vi, lassen sich analog zu (4.32)
berechnen. Hier soll zunéchst das Matrixelement

(lZT

Vip = — / &Pr o] (F)Ts-l(v);bk,(r*')emee-iﬁEw-Ei)t (4.37)

betrachtet werden. Wie oben setzt man hier fiir die Wellenfunktion S~/ (7', ¢')
die zugehorige Fourier-Transformierte gemaf (4.26) ein. Anstatt der Fourier-
Transformierten von IH (7, t) benotigt man hier jedoch die Fourier-Transformierte
von %11’3(77, t). Diese 1ait sich jedoch problemlos berechnen, wie in Anhang B ge-
zeigt wird. Man kann zur Berechnung des Matrixelements Vi wieder die For-
mel (4.32) verwenden, wenn man die Radialfunktionen g¢(k) und ff(k) ersetzt
durch die Radialfunktionen der Fourier-Transformierten von %@b}(f’,t). Entspre-
chend kann man mit dem Matrixelement V;/, verfahren, wobei hier die Fourier-

Transformierte von £S5~ " (7, #') benotigt wird. Abbildung 4.4 zeigt die Radi-
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Abbildung 4.4: Radialfunktionen §(k) (durchgezogen) und f(k) (gestrichelt) der
Fourier-Transformierten der Funktion %¢(F) fiir ein Kontinuumswellenpaket des
U??*_Tons mit £ = —2,5mc?, AE = %ch und k = —1.

alfunktionen der Fourier-Transformierten von %@/}(F) fiir das gleiche Wellenpaket
wie in Abbildung 4.3. Das Verhalten dieser Funktionen ist deutlich glatter als das
der Fourier-Transformierten der eigentlichen Wellenfunktion. Durch den Faktor %
fallt die Funktion schnell genug ab, um eine Konvergenz des Integrals iiber das Vo-
lumen, das man zur Berechnung der Fourier-Transformierten ausfithren muf, zu
garantieren. Deswegen verschwinden die vorher beobachteten Singularitidten bei
den Impulsen, die zu der oberen und unteren Energie des Wellenpakets gehoren.

Fiir die praktische Rechnung werden die Radialfunktionen der Fourier-Trans-
formierten der Wellenfunktionen und von i(7) einmal tabelliert und dann ab-
gespeichert. Dabei wird fiir kleine Impulse bis zu den Maximalimpulsen der Wel-
lenpakete ein feinmaschiges Gitter mit Abstdanden von Ap = 0,0025mc¢ und fir
grofere Impulse ein grobmaschiges Gitter mit Ap = 0, lmc gewahlt. Der maxima-
le Impuls, fir den die Fourier-Transformierten tabelliert werden, 1st p = 40me,
was um ein Vielfaches grofler als der maximale Impuls aller in den Rechnun-
gen dieser Arbeit verwendeten Wellenpakete ist. Bei der Berechnung der Ma-
trixelemente wird zunéchst die Integration iiber k, durchgefithrt und das Ergeb-
nis fiir verschiedene k. tabelliert. Ist einer der beteiligten Zusténde ein Kon-
tinuumszustand, so wird die Integration begrenzt auf Werte von k, = 0 bis

k, = \/k%,, — k2, da fiir noch groflere Werte die Wellenfunktion nicht tabel-
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Abbildung 4.5: Target-Projektil-Wechselwirkungsmatrixelement zwischen einem

am Target und einem Kontinuumszustand mit
94

BB | =

1syjp-Zustand mit m; =
Ep = —2.5mc?, AE = %mc , k= —1 und myp = % am Projektil fiir ein Au
Target und ein U***-Projektil. Der StoBparameter betrigt b = 0,125\, und die

Stoflenergie ist 930 MeV /Nukleon.

liert ist. Das Integral wird berechnet fiir Werte von k, = —24mc bis k, = 24me
und die Ergebnisse werden in einem Abstand von 0, 02mc tabelliert. Anschliefend
erfolgt die Integration iiber k,. Dafiir wird die Kepler-Regel mit den tabellierten
Werten der Integrale iiber k£, benutzt. Fiir grofle Zeiten werden mehr Werte mit

—ikvt noch

kleinerem Abstand Ak, verwendet, um die oszillierende Funktion e
genau genug abtasten zu koénnen. Fiir grole Werte von ¢ oszilliert diese Funkti-
on immer starker mit k., was fiir den Abfall der Matrixelemente mit der Zeit
sorgt. Abbildung 4.5 zeigt das Wechselwirkungsmatrixelement (4.37) fiir den
1s1/-Zustand eines Au™*-Tons am Target und einen Kontinuumszustand des
U?**-Tons am Projektil. Wegen des oszillierenden Verhaltens des Matrixelements
miissen hier viele Zeitschritte berechnet werden. Das ist jedoch im Rahmen des
oben beschriebenen Formalismus ohne weiteres moglich, da man fir jeden Zeit-
schritt nur ein eindimensionales Integral berechnen mufl. Abbildung 4.6 zeigt das
Projektil-Target-Wechselwirkungsmatrixelement fur die gleichen Zustinde wie
in Abbildung 4.5. Im Vergleich zu dem in Abbildung 4.5 dargestellten Target-
Projektil-Matrixelement fallt das glatte Verhalten des Matrixelements auf.

Leider kann das oben beschriebene Verfahren zur Berechnung der Zwei-Zentren-
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Abbildung 4.6: Projektil-Target-Wechselwirkungsmatrixelement zwischen einem

1s9-Zustand mit my = % am Target und einem Kontinuumszustand mit E; =

—2.5mc?, AE = %mcz, k = —1 und my = % fiir ein Au™*-Target und ein U?*-

Projektil. Der Stofiparameter betragt b = 0,125, und die Stoflenergie ist 930
MeV /Nukleon.

Matrixelemente nicht mehr verwendet werden, wenn Coulomb-Randbedingungen
beriicksichtigt werden. Wie bereits in Abschnitt 3.4 diskutiert wurde, fithren
die Coulomb-Randbedingungen dazu, dafi die Wellenfunktionen der beteiligten
Zustande mit einem Phasenfaktor multipliziert werden und die Wechselwirkungs-
potentiale geméaf

1 1 1

N B (4.38)
1 1 1

1,1 (4.39)
N e e

transformiert werden. Der zusatzliche Potentialterm und der Phasenfaktor fithren
dazu, daBl man die Fourier-Transformierte der transformierten Wellenfunktion
und der transformierten Wellenfunktion multipliziert mit dem zusatzlichen Poten-
tialterm nicht mehr analytisch angeben kann. Die Beriicksichtigung von Coulomb-
Randbedingungen fithrt also zwangsldufig auf die Berechnung der Matrixelemente
im Ortsraum mittels dreidimensionaler numerischer Integration. Fiir die Rech-
nungen in dieser Arbeit aber wire dieses Verfahren nur mit einer sehr kleinen
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Anzahl von Kanélen praktikabel. Bei den in den folgenden Kapiteln vorgestell-
ten Rechnungen wird daher auf die Verwendung der Coulomb-Randbedingungen
verzichtet.

4.4 Symmetrien der Matrixelemente

Durch das Ausnutzen von Symimetrien, die von den Matrixelementen erfiillt wer-
den, laBt sich die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente erheblich reduzie-
ren. Offensichtlich erfiillen die Uberlapp- und Wechselwirkungs-Matrixelemente
die Relationen

Nik = Nljz Ni’k’ = NI:’i’ ‘/;k = ‘/;; ‘/;'lk/ — ‘/;c*’z’ (440)
und

N = Nj;. (4.41)

Beachten sollte man aber, dafl die Matrix V, die von allen Wechselwirkungs-
Matrixelementen gebildet wird, selbst nicht hermitesch ist, da das Projektil-
Target-Matrixelement Vjix (3.16) und das Target-Projektil-Matrixelement Vjj
(3.15) zwei verschiedene Potentiale enthalten, so daf im allgemeinen Vip # V..
Mit Hilfe der Uberlapp-Matrixelemente 148t sich aber ein Zusammenhang zwi-
schen den Matrixelementen der verschiedenen Potentiale herstellen. Sei dazu
|4h;; t) eine Losung der zeitabhangigen Dirac-Gleichung mit dem Targetpotential
und |1y t) eine zeitabhidngige Losung der Dirac-Gleichung mit dem Projektilpo-
tential, so dafl

(Vs t| (10, — H) [z t) = —(Heopos this t) + i(Pnr; 20 |1his 1)

Hpw; iz t) + 1 (0w teis t) — (0w t]) 05 1))
Hippos this t) + 10i(nes t|is ) + (100w tlehis t)
Virbwr; t|this t) 4 10 (pr; t|1his t). (4.42)

=
=
=
=

Da aber nun
(w5 t] (100 — H) [his t) = — (s |V |this 1) (4.43)
ilt, folst die Beziehung
10w thist) = (ws t(Ve — V) lis 1) (4.44)
und damit

0
ZgNk’z = V;};/ — %/i. (445)
4
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Daraus folgt, dafl man prinzipiell die Target-Projektil-Wechselwirkungsmatrix-
elemente Vi nicht mehr separat zu berechnen braucht, wenn man die Projektil-
Target-Wechselwirkungsmatrixelemente Vi, und die Zwei-Zentren-Uberlappma-
trixelemente kennt. Die stationdren Wellenpakete erfiillen die Relation (4.44) aber
nicht, da sie ja keine Losung der zeitabhangigen Dirac-Gleichung sind. Daher wer-
den in dieser Arbeit die Matrixelemente Vi, Vi und die I"J'berlappmatrixelemente
N separat berechnet.

Eine Symmetrie der Matrixelemente ergibt sich durch Ersetzen von ¢ durch
—t. Dies soll hier am Beispiel der Target-Target-Wechselwirkungsmatrixelemente
gezeigt werden. Es ist

N /’;/Jt(?:’) FYQZP<1 - 'U(lz) ¢k(F)d3r e—i(Ek—Ei)(—t)
' V(z =02+ y? + 9%z + vt)?
'Ivb x _y ) )VO‘ZP((l - Uaz)L/)k(l', y”7 _Z”)dfcdy"dzn
33 — b) + y//Z + 72(_21/ + 'Ut)2
X e_l (Er= (446)

wobei z” = —z und y” = —y substitutiert wurde. Nun gilt fiir die winkelabhangi-
gen Teile der Wellenfunktion

. 1.
Q:ZN(G ka Z Z Z C(l J,, my,m mz)c(lk§]i; mlkmsmk) (4.47)

my; My,

X Y (8, )Y (6,0).
Weiter gilt [Var88]
Vm(6,6) = ()Y (n — 6,97 — 6) = (C1TEP(n 6,95~ 6)  (448)

und damit

Q1 (6, ) (8, 6)
= (=1)fthtmimme (Qmif(n — g 2m — H)QATH (1 — 8,21 — B)) ", (4.49)

wobel ausgenutzt wurde, dafi (—1)™:F"% = (=1)™:7"% = (=1)™~™k, Weiter
gilt nun
QOit(8, )0 Q7 (6,9)
= (—1)ltttmimmt L (Qmit(r 9 97 — )0, QM (7 — 6,21 — ¢)) . (4.50)

Man beachte, dafi man hier im Vergleich zu (4.49) einen zusitzlichen Faktor
—1 erhalt. Dieser rithrt daher, dafl sich die orbitale Drehimpulsquantenzahl der
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oberen Komponente [, gerade um eins von der der unteren Komponente [_,
unterscheidet, also [, — [_, = £1 gilt. Entsprechend hat man auch

Omi (8, )0 (6, 6)
= (—1)ftletmimmitl (Q’_";i*(w — 8,21 — ¢)o QU (1 — 6,27 — ¢))* . (4.51)

Damit folgt dann schliefllich fiir das Matrixelement (4.46) die Beziehung:

Vie(—1)

(_1 L+l +m;—my,

X

. ¢:($7 y//7 Z”)VO‘ZP(]' — Uaz)¢k(x7 yllv Z”) daedu"dz" ' Fr=Fit
r — h)2 2112 2( A1t _ 0y4)2 Y
Vi =02+ y" + 52(z" = vt)
= (1 ), (4.52)

Die Matrix a, verkniipft die oberen und unteren Komponenten der beiden Dirac-
Spinoren der Zustdnde ¢ und k. Da in der in dieser Arbeit verwendeten Darstel-
lung fir die Dirac-Spinoren (3.6) die untere Komponente einen Faktor ¢ bein-
haltet, taucht dieser Faktor auch in dem Teil des Matrixelements auf, der die
a,-Matrix enthalt. Die Relationen (4.50) und (4.51) enthalten, wie bereits weiter
oben bemerkt, im Vergleich zu (4.49) einen zusitzlichen Faktor —1. Zusammen
mit dem Faktor ¢ ergibt sich in der Kombination das komplex Konjugierte des
gesamten Matrixelements multipliziert mit einer Phase. Eine entsprechende Rela-
tion kann man auch leicht fiir die Projektil-Projektil-Matrixelemente Viipr zeigen.
Ebenfalls erhdlt man fiir die Zwei-Zentren-Matrixelemente (3.11),(3.12), (3.15)
und (3.16) auf die gleiche Art und Weise eine zu (4.52) analoge Beziehung, so
dafl man zusammenfassend schreiben kann

Nag(—t) = (=1)=Fietme=ma NZo (1) (4.53)
Vap(—t) = (=1)feHetmemmey o t), (4.54)

wobel « und (3 jeweils sowohl Projektil- als auch Targetzustdnde sein koénnen.
Alle Matrixelemente miissen demzufolge entweder nur fiir negative oder nur fiir
positive Zeiten berechnet werden. An dieser Stelle sei noch bemerkt, dafl die
Relationen (4.53) und (4.54) nicht mehr gelten, wenn Coulomb-Randbedingungen
verwendet werden und man daher die Matrixelemente sowohl fiir negative als auch
fir positive Zeiten berechnen muf.

Eine weitere Symmetrie ergibt sich, wenn man in den Matrixelementen Nyg
und V,z die magnetischen Quantenzahlen m, und mg durch —m, und —mg
ersetzt. Dazu betrachtet man zunachst wieder das Produkt der Winkelanteile der
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Wellenfunktionen
cot i
Q"f ! (evq))ﬂnj J(97¢>
1

1 '
- Z Z C(lf§]f5 —Iy s — mf)c(lj§Jj; —my; — Mg — M)
mlfmlj My

mp

XY, 7 (8,9)Y,

= (—1)lrtemis(—1)latsii

'(6,9)

1. 1.
x>, > Cllygipimimemg)Clis s mimam;)
mlfmlj Mg
<, 0.0y,
— (_1)lf+%—a‘f(_1)lj+%—jj
1. 1.
X ) ZC(lf§ﬂf;mlfmsmf)c(lj§ﬂj5mljmsmj)
mlfmlj Mg
X (L)Y (8, 9)Y, (8, 9)
—li+gr—gi+me—m; myt / m; A F
(—1ysmttiratme=ms (1Y (6, 6)07 (6, 0))
= (= 1)lrttirmiitmemm QY9 o — $)QI (6,27 — ). (4.55)

’(8,9)

Dabei wurde im ersten Schritt die Symmetrie der Clebsch-Gordan-Koeffizienten
[Bri68] benutzt. Auf die gleiche Art und Weise kann man auch die Relationen

Q;frnf't(H’ gb)o‘zQ::;j (9’ qb) _ (_1)lf_lj+jf—jj+mf—mj
x Q8,21 — ¢)o 0T (6,27 — §) (4.56)

und
—m,t [ -mj _ ly=lj+g3r—3+ms—m;
Q—Kff (0,¢)UZQKJ_ (07¢) - (_1> ! 7 !
mys T , m; ,
X Q_,ﬁf (8,2m — $)o. 09 (0,2m — @) (4.57)

zeigen. Die Ersetzung ¢ — 27 — ¢ entspricht der Koordinatentransformation
y — —y. Verwendet man nun in den Matrixelementen die Substitution y” = —y,
dann erkennt man leicht, daB man fiir die Uberlapp- und die Wechselwirkungs-
matrixelemente die Beziehungen

N;ﬁma B N;”; ms (4.58)
Va—ﬁma —mg — (_l>la—l,6+ju_j/3+md_mﬁVan;a ms (459)
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erhélt, wobel auch hier wieder o und 3 sowohl Projektil- als auch Targetzustinde
bezeichnen kénnen. Durch Ausnutzen aller Symmetrien der Matrixelemente, die
in diesem Abschnitt diskutiert wurden, 14t sich die Zahl der zu berechnenden
Matrixelemente offensichtlich erheblich reduzieren.



Kapitel 5

Rechnungen mit einer
Ein-Zentrum-Entwicklung

In diesem Kapitel werden Rechnungen vorgestellt, die auf Entwicklungen der
Wellenfunktion nach einem Basissatz beruhen, der nur solche Wellenfunktionen
enthalt, die an einem der beiden Kerne zentriert sind. In Abschnitt 5.1 werden
Rechnungen diskutiert, bei denen die Wellenfunktion im Ruhesystem des Pro-
jektilkerns mit einer Entwicklung nach atomaren Wellenfunktionen des Projek-
tilkerns berechnet wird, wahrend in Abschnitt 5.2 solche Rechnungen beschrie-
ben werden, bei denen die Wellenfunktion im System des Targetkerns berechnet
wird, diese Wellenfunktion aber ebenfalls nach atomaren Wellenfunktionen des
Projektilkerns entwickelt wird. Obwohl dieser Zugang zunachst nicht sehr intui-
tiv erscheint, da die Basisfunktionen sich dann im Raum mit dem Projektilkern
bewegen, hat dieses Verfahren dennoch gewisse Vorteile, wie im folgenden noch
gezeigt wird.

Beiden Rechnungen ist gemeinsam, daf sie sich erheblich einfacher gestal-
ten als solche Rechnungen, die Wellenfunktionen enthalten, die an beiden Ker-
nen zentriert sind, da jeweils nur ein Typ von Matrixelementen berechnet wer-
den muf. Das liegt daran, dafl man in solchen Rechnungen die Zwei-Zentren-

Matrixelemente (3.11), (3.12), (3.15) und (3.16) natiirlich nicht benétigt.

5.1 Rechnung im System des Projektilkerns

Bei diesen Rechnungen wird die Losung der Dirac-Gleichung ¥p (7, ) im System
des Projektilkerns nach atomaren Wellenfunktionen des Projektilkerns entwickelt:

Tp(i,t) = ax(t)yu(i,t). (5.1)

k

Dabei sind die (7, t) atomare Wellenfunktionen des Projektilkerns. Man beach-
te, daB man die Dirac-Gleichung im System des Projektilkerns einfach durch die

47
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Ersetzungen
ZT — Zp und Zp — ZT (52)

in (2.1) erhélt. Diese Form der Entwicklung wurde bisher in den meisten nichtsto-
rungstheoretischen Rechnungen zur Elektron-Positron-Paarproduktion mit Ein-
fang in die K-Schale des Projektilions benutzt [Mom91, Rum91, Bal93, Bal94].
Im Rahmen dieser Arbeit wurden Rechnungen fiir die Streuung von U?'* an
Au™7 bei einer Stofenergie von 930 MeV /Nukleon durchgefiihrt. Diese Stofiener-
gie entspricht einem Lorentz-Faktor v = 2. Im Anfangszustand ist die K-Schale
des Projektilkerns mit einem Elektron besetzt. Der hier verwendete Basissatz
enthilt alle gebundenen Zustinde des U?'*-Projektilkerns mit n < 3 und |x| < 2
und Kontinuumszustéinde mit Energien in den Bereichen —5mc? < E < —mc?
und mc? < E < 3mc?. Auch bei den Kontinuumszustinden wurden nur solche
mit |x| < 2 beriicksichtigt. Die Breite der verwendeten stationidren Wellenpakete
betrug hier AE = {rnc?. Damit erhilt man insgesamt 238 Basiswellenfunktionen,
wovon 22 gebundene Zustédnde und 216 Kontinuumszustinde sind. Diese Basis
ist zwar nicht sehr grof und man kann nicht erwarten, daf§ im Rahmen dieser
Entwicklung eine Konvergenz erreicht werden kann, doch die hier vorgestellten
Rechnungen sollen dem Zweck dienen, die wesentlichen Eigenschaften dieser Me-
thode aufzuzeigen. Abbildung 5.1 zeigt die Wahrscheinlichkeiten fiir Anregung
und Ionisation fiir dieses Stofisystem bei einem Stofparameter von b = é/\c. Eben-
falls dargestellt ist die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit Einfang in den
1sy/-Zustand mit m = ]5 in StéBen von nackten Uran-Kernen mit Au™* bei
der gleichen Stoflenergie. Diese wurden unter Benutzung der bereits erwdhnten
Symmetrie unter Zeitumkehr berechnet. Um die Wahrscheinlichkeit fiir Paarpro-
duktion mit Einfang in die K-Schale zu erhalten, muff man die in der Abbildung
dargestellte Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit Einfang in den Zustand
1sy/2 mit m = % lediglich mit einem Faktor zwei multiplizieren. Die Zeitent-
wicklung wurde zur Zeit ¢t = —28% gestartet und bei t = 29% gestoppt. Man
erkennt aus der Abbildung, dafl die Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation und An-
regung bei sehr kleinen Werten beginnen und bereits sehr kurze Zeit, nachdem
das Projektil den Targetkern passiert hat, stationdre Werte erreichen. Insbeson-
dere bei der Ionisation sieht man, dafl die Wahrscheinlichkeiten fiir Zeiten um
t ~ 0 stark ansteigen, der gesamte Prozef} also innerhalb sehr kurzer Zeit ablauft.
Die Kurve fir die Wahrscheinlichkeit fiir eine Anregung des Projektilions zeigt
einen etwas flacheren Verlauf. Nach der Zeitentwicklung erhélt man fir die Ioni-
sationswahrscheinlichkeit 46,3% und fiir die Anregungswahrscheinlichkeit 14,3%.
Ganz anders verhalten sich aber die Wahrscheinlichkeiten fir die Paarproduktion
mit Einfang. Fiir Zeiten um ¢ = 0 erreichen diese Wahrscheinlichkeiten Werte von
einigen Prozent, um dann sehr schnell wieder um etwa zwei Groflenordnungen auf
einen Wert von etwa 5 x 10~* abzufallen. Die Wahrscheinlichkeiten werden jedoch
nicht stationédr, sondern oszillieren stark und scheinen insgesamt noch eine Ten-
denz zu noch kleineren Werten zu haben. Daraus folgt, daf die Zeitentwicklung
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Abbildung 5.1: Warscheinlichkeiten fiir Ionisation (durchgezogen) und Anregung
(gestrichelt) in Stéfien von U?'*-Tonen mit Au™*-Tonen bei 930 MeV /Nukleon
und einem Stofiparameter von b = 0,125\, &~ 50 fm. Die gepunktete Kurve zeigt
die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit Einfang in den 1s;/o-Zustand mit
m = % des Projektilkerns in Stéfien von U%** mit Au™" bei der gleichen Energie
und bei gleichem Stofparameter.

iiber noch langere Zeiten ausgedehnt werden mufl, damit die Wahrscheinlichkei-
ten gegen stationare Werte konvergieren. Dieses Verhalten der Wahrscheinlichkei-
ten ist iberraschend. Intuitiv sollte man erwarten, daf Paare nur erzeugt werden,
wenn die Kerne sehr nahe beieinander sind, und daff die Erzeugung von Elektron-
Positron-Paaren dementsprechend ein schneller Prozef ist. Stattdessen sieht man,
daf} es fiir kurze Zeit, wenn die Kerne sehr dicht beieinander sind, zur Erzeugung
von virtuellen Elektron-Positron-Paaren kommt, die aber grofitenteils nachher
wieder verschwinden, und daf§ sich die Wahrscheinlichkeiten auch fiir grofie Zei-
ten, wenn die Kerne schon weit voneinander entfernt sind, noch verandern. Man
darf dabei nicht vergessen, dafl den Wellenfunktionen nur fiir sehr grofie Zeiten,
wenn die Kerne weit voneinander entfernt sind, eine physikalische Bedeutung zu-
kommt. Wiirde man eine andere, von der hier verwendeten verschiedene Basis
verwenden, die asymptotisch wieder in die atomaren Wellenfunktionen tibergeht,
so wiirde man auch ein anderes Verhalten der Wahrscheinlichkeiten beobachten.

Das hier beobachtete adiabatische Verhalten 14t sich noch am ehesten durch
eine Distortion des physikalischen Vakuums durch die Anwesenheit des anderen
Kerns erkldren. In der hier angestellten Betrachtung, die die Symmetrie unter
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Zeitumkehr ausnutzt, kann man das so verstehen:

Die Wellenfunktion des Grundzustands wird durch die Anwesenheit des Stof3-
partners stark deformiert. Nach dem Stof} stellt sich im Wesentlichen wieder eine
Situation ahnlich der vor dem Stof ein. Betrachtet man den Stof} als ein quasista-
tisches Problem, dann kann man die Eigenzusténde des Hamiltonoperators mit
dem Potential, das durch die beiden Kerne verursacht wird, in Abhéngigkeit vomn
Abstand der beiden Kerne bestimmen. Man erhielte dann molekulare Wellenfunk-
tionen und die Bindungsenergie des Grundzustandes wiirde fiir kleine Absténde
der Kerne grofer werden. Diese Grundzustandswellenfunktion wiirde dann ge-
rade fir kleine Abstinde der Kerne einen grofien Uberlapp mit den atomaren
Wellenfunktionen des negativen Kontinuums von einem der beiden StoBpartner
besitzen. Nach dem Stof, fiir grofle Abstande der beiden Kerne, gehen die mole-
kularen Wellenfunktionen wieder in atomare Zustinde tiber und der Uberlapp mit
den atomaren Wellenfunktionen zu negativer Energie verschwindet dann wieder.
Auch wenn sich dieses quasistatische Bild auf die in dieser Arbeit betrachteten
relativistischen Stofe nicht direkt {ibertragen 1a8t, so kann man es doch zum qua-
litativen Verstandnis des hier beobachteten Verhaltens der Wahrscheinlichkeiten
fir die Paarproduktion heranziehen.

Das starke Ansteigen und Abfallen der Wahrscheinlichkeiten ist nicht nur in
Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kanéle zu finden, sondern ist
allen Methoden gemeinsam, bei denen die Dirac-Gleichung im System des Pro-
jektilkerns gelost wird und die Wahrscheinlichkeiten fiir Paarproduktion durch
Projektion auf atomare Wellenfunktionen des Projektilkerns berechnet werden
[Mom91, Rum91, Mom92, Thi92, Bal93, Bal94, Mom96, Bal97, Bus00].

Wie bereits weiter oben angedeutet wurde, i1st die hier gewdhlte Zeitspanne,
in der die Zeitentwicklung durchgefithrt wird, offensichtlich nicht ausreichend,
umn eine Konvergenz der Wahrscheinlichkeiten beztiglich der Zeit zu erreichen.
Angesichts dieser Tatsache ist es nicht iiberraschend, daf} in &lteren Rechnungen
zur Paarproduktion mit Einfang [Mom91, Mom92, Rum91] extrem hohe Werte
fiir die Wahrscheinlichkeiten gefunden wurden, die mehr als eine Groflenordnung
iiber den Ergebnissen der Storungstheorie erster Ordnung lagen. Neuere Rech-
nungen [Mom96, Bus00] zeigen, daf diese starken Uberhéhungen unrealistisch
sind. Busic [Bus00] zeigte, daff es notwendig ist, die Rechnungen mit einer Ei-
chung durchzufithren, die die Langreichweitigkeit der Wechselwirkung beseitigt.
In seinen Rechnungen mit dem Verfahren der Finiten Differenzen verwendete er
die Coulomb-Randbedingungen (siche Abschnitt 3.4) und zeigte, dafi damit die
Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarproduktion wesentlich schneller stationar wer-
den. Die Adiabatizitat der Amplituden, also das zunachst starke Ansteigen der
Wahrscheinlichkeiten bis auf Werte von einigen Prozent und das starke Abfal-
len der Wahrscheinlichkeiten nach dem Stof, blieb jedoch weitgehend erhalten.
Wihrend Busic die Zeitentwicklung bei Stéfien von U?*-Tonen mit Au™*-Tonen
bei 930 MeV /Nukleon nur iiber eine relativ kurze Zeitspanne von ¢t = —13, 2}‘7? bis
t =15, 0’\7f ausdehnte, fand er fiir kleine Stoparameter Wahrscheinlichkeiten fiir
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gebunden-freie Paarproduktion, die weniger als eine Grofenordnung grofler sind
als das storungstheoretische Resultat. Wahrend Momberger [Mom92] die starke
Uberhohung der Wahrscheinlichkeiten iiber die Ergebnisse der Storungstheorie
noch auf die Distortion des Vakuums durch die starken Felder des Projektil-
ions zuriickfithrte, muf man heute davon ausgehen, dafl diese im wesentlichen
durch die Unzuldnglichkeiten der Zeitentwicklung bei Momberger und dadurch,
dafl keine Coulomb-Randbedingungen verwendet worden sind, verursacht wur-
den. In Rechnungen fiir gebunden-freie Paarproduktion in Sté8en von Pb-Kernen
bei sehr hohen StoBgeschwindigkeiten zeigte Baltz [Bal97], dafl man im Rahmen
von Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kanile eine Uberhéhung
der Wahrscheinlichkeiten tiber die Stérungstheorie findet. Eine fiir unendlich
hohe Lorentz-Faktoren «, also wenn sich der Targetkern (im Ruhesystem des
Projektilkerns gemessen) mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, exakte Methode aber
Wahrscheinlichkeiten ergibt, die sogar kleiner als die storungstheoretischen Wahr-
scheinlichkeiten sind. Baltz fiihrte das auf die Diskretisierung des Kontinuums
mit stationdren Wellenpaketen bei dem Verfahren der gekoppelten Kanéle und
auf die oben beschriebene Adiabatizitat der Amplituden zuriick. Die Rechnun-
gen mit den Wellenpaketen seien nicht in der Lage, das starke Ansteigen der
Wahrscheinlichkeiten fiir ¢ < 0 und den fast ebenso starken Abfall fiir ¢ > 0
korrekt zu beschreiben. Diese Schwierigkeiten mit der Methode der gekoppelten
Kaniéle fithrten Baltz sogar dazu, den Nutzen dieser Methode, auch bei kleineren
StoBgeschwindigkeiten, anzuzweifeln:

,, This failure of the coupled channels method in the ultrarelativistic limit makes
one question its utility even at more modest relativistic energies, where the same
properties of adiabaticity, basis truncation, and wave packets remain.”

Auf ein weiteres Problem, das mit den oben beschriebenen jedoch in Ver-
bindung steht, hat Momberger [Mom96| hingewiesen. In Rechnungen, bei denen
die zeitabhingige Dirac-Gleichung auf einem Gitter im Impulsraum gelost wur-
de, fand er, dafl die Wahrscheinlichkeiten fiir grofle Stofiparameter nicht stark
genug abfallen, um eine Konvergenz der Integration von P(b)b, wobei P(b) die
Wahrscheinlichkeit fiir die gebunden-freie Paarproduktion ist, zu garantieren. Um
jedoch endliche Wirkungsquerschnitte zu erhalten, interpretierte Momberger die
Wahrscheinlichkeiten fiir grofie Stoiparameter als einen numerischen Untergrund,
den er von den in seinen Rechnungen erhaltenen Wahrscheinlichkeiten abzog.
Dieser ,,Untergrund” war jedoch in der Gréfenordnung der Wahrscheinlichkei-
ten selber, so daf} die Genauigkeit dieser Rechnungen nicht sehr grof ist. Fir
den langsamen Abfall der Wahrscheinlichkeiten mit grofler werdendem Stofipa-
rameter muf} vermutlich ein anderer Effekt verantwortlich gemacht werden. Fur
grofere Stofiparameter mufl namlich die Rechnung iiber einen groferen Zeitraum
ausgedehnt werden als fiir kleine StoBparameter, um eine Konvergenz der Wahr-
scheinlichkeiten beziiglich der Zeit zu erreichen. Um das einzusehen, definieren
wir eine effektive Wechselwirkungsdauer #,,; als die Zeit, die benotigt wird, da-
mit das Liénard-Wiechert-Potential des Targetions am Ort des Projektilions auf
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Abbildung 5.2: Wahrscheinlichkeiten fiir Elektron-Positron-Paarerzeugung in
StoBen von U%?t-lonen mit Au’®*-Ionen bei einer Stofilenergie von 930
MeV /Nukleon und einem StoBparameter von b = £ ..

ein Zehntel des Maximalwertes abgefallen ist. Bei einem Lorentzfaktor v = 2,
was einer Projektilenergie von 930 MeV /Nukleon entspricht, erhalt man fiir den
StoBparameter b = é)\c eine effektive Wechselwirkungsdauer von #;,; = 7%, fur
einen StoBparameter von b = 2\, erhilt man jedoch bereits #;,, = 107)‘7?.

Aufler den oben besprochenen Rechnungen, bei denen als Anfangszustand
der Grundzustand des Projektilions benutzt wurde, kann man natiirlich auch
solche Rechnungen durchfithren, bei denen der vollstdndig besetzte Dirac-See
den Anfangszustand bildet und jeden Einteilchenzustand des negativen Konti-
nuums separat in der Zeit entwickeln. Auf diese Art und Weise kann man auch
die Wahrscheinlichkeiten fiir die freie Paarproduktion gewinnen. Abbildung 5.2
zeigt das Ergebnis dieser Rechnung. Die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion
mit Einfang scheint hier schlechter zu konvergieren und oszilliert stark fiir Zeiten
t > 0. Offensichtlich erlaubt die Rechnung keine Riickschliisse auf die physikali-
schen Wahrscheinlichkeiten, die sich ergeben, wenn man die Rechnung in der Zeit
beliebig weit ausdehnen wiirde.

I folgenden Abschnitt wird gezeigt werden, dafl die oben besprochenen Pro-
bleme, die sich im Rahmen von nichtstérungstheoretischen Verfahren ergeben,
zu einem grofien Teil durch eine einfache Lorentz-Transformation auf das System
des Targetkerns beseitigen lassen, ohne daff dazu Eichtransformationen benutzt
werden miissen.
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5.2 Entwicklung um den Projektilkern

Fiir die Losung der Diracgleichung (2.1) im System des Targetkerns verwenden
wir nun eine Entwicklung nach den Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Pro-
jektilkerns. Die Entwicklung kann dann geschrieben werden als

\I/(F,t) = Zak/(t)S_l(v)¢k/(F',t'). (53)

k.l

Dieser Ansatz fithrt auf die gekoppelten Gleichungen

dag(t
. ag ( ) _ Z %,i,ai/(t), (54)

dt

wobel vorausgesetzt wurde, daf die Basisfunktionen S~'(v)ip (7', t') Losungen
der zeitabhédngigen Dirac-Gleichung mit dem Projektilkernpotential sind. Die Ba-
sisfunktionen ,wandern” in dieser Rechnung mit dem Projektilkern. Dieser Zu-
gang erscheint zundchst wenig intuitiv. Auflerdem haben wir bereits in Abschnitt
4.2 gesehen, daf die Berechnung der Projektil-Projektil-Matrixelemente (Matrix-
elemente beziiglich zweier Basisfunktionen, die am Projektil zentriert sind) erheb-
lich zeitaufwendiger ist als die Berechnung der Matrixelemente bei einer Rech-
nung im System des Projektilkerns, wo die Basisfunktionen fest im Raum stehen
und die Berechnung der Matrixelemente auf eindimensionale numerische Inte-
grale reduziert werden kann. Da beide Koordinatensysteme durch eine Lorentz-
Transformation ineinander iiberfithrt werden konnen, miissen die berechneten
Wahrscheinlichkeiten natiirlich gleich sein. Im allgemeinen ist das jedoch nur dann
richtig, falls wir die Dirac-Gleichung exakt losen konnen. Die stérungstheoreti-
schen Wahrscheinlichkeiten sind ebenfalls, wie bereits in 3.3 bemerkt, invariant
unter Lorentz-Transformationen. Dies gilt jedoch im allgemeinen nicht mehr fiir
Rechnungen mit dem Verfahren der gekoppelten Kanéle, da man dabei nur eine
endliche Anzahl von Kanélen beriicksichtigen kann.

Fiir die Darstellung des kontinuierlichen Spektrums verwenden wir wieder die
stationdren Wellenpakete. Das fithrt nun zu Problemen, denn wie bereits in 3.2
bemerkt wurde, sind diese weder Losungen einer zeitabhingigen noch einer sta-
tiondren Dirac-Gleichung. Diese Tatsache miifite bei der Aufstellung der Kanal-
Gleichungen beriicksichtigt werden. Unproblematisch ware dagegen die Verwen-
dung von Weylschen Wellenpaketen, die ja Losungen der zeitabhangigen Dirac-
Gleichung sind. Beachten mufiten wir streng genommen auch, daf} die stationaren
Wellenpakete nach Ausfithren eines Lorentz-Boosts nicht mehr orthogonal aufein-
ander und auf den gebundenen Wellenfunktionen stehen. Das fithrt zu Schwierig-
keiten bei der physikalischen Interpretation der Wellenpakete. Wir werden daher
im folgenden die stationdren Wellenpakete als eine Nidherung fir die Weylschen
Wellenpakete auffassen und annehmen, dafl sie ndherungsweise die zeitabhangige
Dirac-Gleichung erfiillen. In 3.2 haben wir gezeigt, dafl diese Ndherung nur dann
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akzeptabel 1st, wenn AFEt;,,; < 1, wobel t;,; die Dauer der Wechselwirkung sein
soll. Wir werden 1m folgenden sehen, dafl diese Bedingung im allgemeinen nicht
erfiillt ist. Wir werden unsere Néherung aber testen, indem wir Rechnungen mit
Wellenpaketen verschiedener Breiten AE durchfithren und die Ergebnisse mit-
einander vergleichen. Fiir kleine AE sollte man bessere Naherungen fiir echte
Kontinuumsfunktionen erhalten. Die Gesamtwahrscheinlichkeit bleibt bei diesen
Rechnungen stets erhalten, da fiir die Matrixelemente die Beziehung Vi = Vi3,
gilt.

5.2.1 Rechnungen fiir Stéfie von U%?t mit Au™*, Ag'*
und Cu?*

Wir betrachten zunéchst Stofie von U?*F- mit Au™*-Ionen bei einer Projektilge-
schwindigkeit, die einem Lorentz-Faktor von v = 2 entspricht. Die Rechnungen
werden 1m System des Target-Tons, also des Au-Kerns, durchgefithrt, und wir
verwenden eine Basis, die um den Projektilkern, also das U%*-Ton zentriert ist.
In unserer Basis enthalten sind alle gebundenen Wellenfunktionen mit n < 3
and |<| < 2. Fiir die Darstellung des kontinuierlichen Spektrums verwenden wir
stationdre Wellenpakete mit —5mc? < E < —me? und me? < E < 5me?. Alle
Wellenpakete haben die gleiche Breite AE = %mcz. Auch bei den Wellenpaketen
beschrianken wir uns auf Drehimpulse mit |&| < 2. Ferner beriicksichtigen wir nur
die Kopplung zwischen Zusténden, fiir die |m;—m | < 1 gilt. Die Basis enthélt ins-
gesamt 310 Basiswellenfunktionen, wovon 22 gebundene Wellenfunktionen sind.
Diese Néherung ist anwendbar, da der iiberwiegende Beitrag zur Paarproduk-
tion von kleinen Stofiparametern herrithrt, wo néherungsweise eine Symmetrie
beziiglich Rotationen um die z-Achse vorliegt. Wir beginnen die Zeitentwicklung
bei t = —30)‘C—c und rechnen bis ¢ = 30%.

Abbildung 5.3 zeigt die Zeitentwicklung des Erwartungswerts fiir die Zahl
der erzeugten freien Elektron-Positron-Paare fiir verschiedene Stofparameter.
Angesichts der Ergebnisse, die im vorhergehenden Abschnitt im Rahmen einer
Entwicklung der Wellenfunktion im Projektilsystem erhalten wurden, muf} das
Verhalten der Wahrscheinlichkeiten bei den hier betrachteten Rechnungen tiber-
raschen. Wir sehen, dafl die Wahrscheinlichkeiten sehr schnell stationir werden.
Man kann sagen, daf der gesamte Prozef sich iiberhaupt nur in dem kleinen Zeit-
raum —5% <t< 5% abspielt, die Wechselwirkungsdauer also etwa 10% betragt.
Das entspricht einer Zeitspanne von etwa 1072°s. Zwar werden auch bei diesen
Rechnungen die Wahrscheinlichkeiten maximal fir ¢ /~ 0, aber das Maximum der
Wahrscheinlichkeiten ist im Vergleich zu den Rechnungen 1im System des Projek-
tilkerns wesentlich schwécher ausgepragt. So erreichen die Wahrscheinlichkeiten
hier fiir den kleinsten Stofiparameter Werte, die nur etwas mehr als doppelt so
groB sind wie der stationdre Wert fiir grofie t. Die vorher bereits diskutierte Adia-
batizitat der Amplituden ist also bei diesen Rechnungen deutlich reduziert. Man
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Abbildung 5.3: Zeitabhangigkeit des Erwartungswertes fiir die Zahl freier
Elektron-Positron-Paare in StéBen von U?*T-Tonen mit Au™*-Tonen bei einer Sto-
fenergie von 930 MeV /Nukleon fiir verschiedene Stofiparameter.

bedenke, daf der Anstieg und das anschliefende Abfallen der Wahrscheinlich-
keiten in den Rechnungen aus Abschnitt 5 sich fast itber zwei Gréfienordnungen
erstreckten und die vorher gezeigten Abbildungen 5.1 und 5.2 eine logarithmische
Skalierung der Ordinate verwenden. Fiir Rechnungen mit dem Verfahren der ge-
koppelten Kanale sind die hier beobachteten Eigenschaften besonders wiinschens-
wert, da man die Rechnungen auf einen relativ kleinen Zeitraum beschranken
kann und nur die Matrixelemente in diesem Zeitraum bendotigt werden.

Fir das gleiche Stofsystem wurden auch Wahrscheinlichkeiten fir die Paar-
produktion mit Einfang berechnet. Abbildung 5.4 zeigt den Erwartungswert fir
die Anzahl der erzeugten Paare mit dem Elektron in einem gebundenen Zustand.
Wir erkennen ein ahnliches Verhalten wie 1m Fall der freien Paarproduktion, doch
dauert es hier etwas langer, bis die Amplituden stationdr werden. Die Wahrschein-
lichkeiten zeigen auch fiir grofie Zeiten noch einen leichten Anstieg.

Weitere Rechnungen wurden fiir die Stosysteme U92+—{—Ag47+ und U2t 4+ Cu??t
durchgefiihrt. Die stoBparameterabhéngigen Wahrscheinlichkeiten P(b) fir die
freie Paarproduktion sind in Abbildung 5.5 fiir die drei verschiedenen Stoflsysteme
dargestellt. Man sieht, dafl die Wahrscheinlichkeiten fiir Paarproduktion fiir grofie
Stofparameter schnell abfallen. Ebenfalls dargestellt in dieser Abbildung sind die
Ergebnisse, die man mit dem gleichen Basissatz in der Storungstheorie erster Ord-
nung findet. Deutlich erkennbar ist, daf§ die mit dem Verfahren der gekoppelten
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Abbildung 5.4: Zeitabhangigkeit des Erwartungswertes fiir Elektron-Positron-
Paare mit Einfang des Elektrons in einen gebundenen Zustand des Projektil-
kerns in Stéfen von U%*-Tonen mit Au™*-Tonen bei einer Stofenergie von 930
MeV /Nukleon fiir verschiedene Stoparameter.

Kanile berechneten Wahrscheinlichkeiten insbesondere bei kleinen Stofiparame-
tern deutlich iiber den stérungstheoretischen Werten liegen und fiir grofie Stofipa-
rameter in die Ergebnisse der Storungstheorie iibergehen. Man sieht auflerdem,
daf die nichtstorungstheoretischen Effekte fiir die hohergeladenen Targetionen
deutlich starker ausgepragt sind. Auch der StoBparameter, ab dem die Ergebnis-
se der nichtstérungstheoretischen Rechnung mit denen der stérungstheoretischen
in etwa iibereinstimmen, sind fiir die hohergeladenen Targetionen grofier. Fiir
das Au™*-Ton erhélt man bei einem Stofparameter b = 1\, als Erwartungs-
wert fiir die Anzahl der erzeugten freien Paare (N.-.+) = 3,6 x 107%, wihrend
man mit der Stérungstheorie nur (N.-.+) = 1,3 x 10™* findet. Fiir die Paar-
produktion mit Einfang findet man mit dem Verfahren der gekoppelten Kanale
(Ne—e+) = 6,2 X 10~* und mit der Stérungstheorie (Ne—e+) = 1,8 X 10~%. Die
nichtstorungstheoretischen Effekte sind also bei der gebunden-freien Paarproduk-
tion etwas starker. Im Vergleich dazu wurde bei der Rechnung im System des Pro-
jektilkerns, die in Abschnitt 5.1 diskutiert wurde (siehe auch die Abbildung 5.2),
eine Wahrscheinlichkeit fiir die freie Paarproduktion von (N.-.+) = 4,7 x 107°
berechnet. Das Ergebnis dieser Rechnung fiir die Paarproduktion mit Einfang war
(Ne-e+) = 2,1x107°. Dabei muf aber beriicksichtigt werden, daf die Wahrschein-

lichkeiten nach der Zeitentwicklung noch keine stationdren Werte angenommen
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Abbildung 5.5: Erwartungswert fiir die Anzahl der erzeugten freien Elektron-
Positron-Paare in Abh#ngigkeit vom Stofiparameter b fiir die StoBsysteme U?*t
auf Au™*, Ag"t und La®™* bei einer StoBenergie von 930 MeV /Nukleon. Die
durchgezogenen Kurven zeigen das Ergebnis der gekoppelten Rechnung, die ge-
strichelten Linien sind das Ergebnis der Storungstheorie.
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Abbildung 5.6: P(b)b fir freie und gebunden-freie Paarerzeugung in Stofen von
U2+ mit Au™* bei 930 MeV /Nukleon in Abhingigkeit vom Stofiparameter b.
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Abbildung 5.7: Wirkungsquerschnitt fiir freie Paarproduktion in Stéfen von U2t
mit Au™t, Ag?™ und Cu?** bei 930 MeV /Nukleon. Die Vierecke zeigen das Er-
gebnis der gekoppelten Rechnung, die Kreise sind das Ergebnis einer stérungs-
theoretischen Rechnung. Das Dreieck ist ein experimentelles Ergebnis von Belka-

cem et al. [Bel97].

hatten. Auerdem war der Basissatz bei diesen Rechnungen etwas kleiner, da nur
positive Kontinuumsenergien bis E = 3mc? beriicksichtigt wurden.

Abbildung 5.6 zeigt die mit dem Stofiparameter multiplizierten Wahrschein-
lichkeiten bP(b) fiir das StoBsystem U%?T+Au™7*. Die Fliche unter dieser Kurve
entspricht dem totalen Wirkungsquerschnitt. Aus der Abbildung wird ersicht-
lich, daf§ die berechneten Wahrscheinlichkeiten mit wachsendem Stofiparameter
schnell genug abfallen, um eine Konvergenz der Integration tiber den Stofiparame-
ter zu erreichen. Aus diesem Grund ist es bei diesen Rechnungen nicht notwendig,
einen ,numerischen Untergrund” von den Wahrscheinlichkeiten abzuziehen. Bei
den Rechnungen von Tenzer [Ten99] und Momberger [Mom96] hingegen wurde
ein solcher ,, Untergrund“abgezogen, um die Konvergenz der Integration iiber den
Wirkungsquerschnitt zu erzwingen und damit endliche Werte fiir den Wirkungs-
querschnitt zu erhalten. Die beiden Rechnungen unterscheiden sich jedoch hin-
sichtlich der Art und Weise, wie dieser Untergrund bestimmt wurde. Man erkennt
auflerdem, daff das Maximum von P(b)b fiir die Erzeugung von freien Elektron-
Positron Paaren bei kleineren Stofiparametern liegt als das fiir die Paarerzeugung
mit Einfang.

Abbildung 5.7 zeigt den berechneten totalen Wirkungsquerschnitt fiir die freie
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Paarproduktion fir die drei betrachteten Stofisysteme. Ein Fit ergibt eine Ab-
hangigkeit des Wirkungsquerschnitts von der Ladung des Targetkerns gemif
Z3°. Das ist eine stirkere Abhingigkeit als die ZZ-Abhingigkeit, die sich aus
der Storungstheorie erster Ordnung ergibt. Das Ergebnis der nichtstérungstheo-
retischen Rechnung, die einen Wirkungsquerschnitt von 4,1 b ergibt, ist grofer
als der von Belkacem [Bel97] gemessene Wirkungsquerschnitt von 3,340,65 b bei
einer Stofenergie von 960 MeV/Nukleon. In den Rechnungen in dieser Arbeit
wurden, mit einer Ausnahme, auf die am Ende des nachsten Kapitels kurz einge-
gangen wird, verschiedene Stofisysteme bei stets der gleichen Stoflenergie von 930
MeV /Nukleon betrachtet. Diese Energie entspricht einem Lorentz-Faktor v = 2.
Wir werden jedoch trotzdem die Ergebnisse unserer Rechnungen mit den oben
zitierten Experimenten bei einer Stoflenergie von 960 MeV /Nukleon vergleichen.
Der Lorentz-Faktor betrigt bei dieser Energie ungefdhr 2,03. Dieser sehr klei-
ne Unterschied rechtfertigt einen direkten Vergleich zwischen den von Belkacem
gemessenen Wirkungsquerschnitten und den theoretischen Resultaten.

Es stellt sich die Frage, wodurch die Unterschiede im Verhalten der Wahr-
scheinlichkeiten bei den Rechnungen im Projektil-System und im Target-System
verursacht werden. Es ist klar, daf§ die zeitabhidngigen Wahrscheinlichkeiten P(t)
keine Lorentz-invarianten GréBen sein koénnen, und man kann demzufolge nicht
erwarten, dafl die Wahrscheinlichkeiten, die in verschiedenen Koordinatensyste-
men berechnet werden, das gleiche oder ein dhnliches Verhalten zeigen. Nur fiir
sehr grofle Zeiten miissen die Wahrscheinlichkeiten die gleichen Werte ergeben,
unabhingig vom verwendeten Koordinatensystem. Dennoch ist die starke Re-
duktion des ,adiabatischen” Verhaltens, die wir bei den Rechnungen im System
des Targetkerns beobachten, iberraschend. Die Tatsache, dafl die im System des
Projektilkerns berechneten Wahrscheinlichkeiten erst nach sehr groflen Zeiten
stationdr werden, 1aBt sich noch am ehesten durch die Langreichweitigkeit der
Wechselwirkung erklaren. Das Liénard-Wiechert-Potential des Targetkerns fallt
am Ort des Projektilkerns fiir grofe Zeiten nur mit ; ab. Dieses langreichwei-
tige Verhalten kann, wie bereits in Abschnitt 3.4 diskutiert wurde, mit Hilfe
der Coulomb-Randbedingungen beseitigt werden. Wie bereits erwahnt, sind die
Wahrscheinlichkeiten, die mit dem Verfahren der gekoppelten Kanéle berechnet
werden, im allgemeinen nicht invariant unter Eichtransformationen des elektro-
magnetischen Feldes. Die Anwendung der Coulomb-Randbedingungen stellt ei-
ne spezielle Eichtransformation dar. Wir werden nun aber sehen, dafl die mit
dem oben vorgestellten Verfahren berechneten Wahrscheinlichkeiten unabhangig
davon sind, ob Coulomb-Randbedingungen verwendet werden oder nicht. Wie
bereits in Abschnitt 3.4 gezeigt wurde, miissen die Basisfunktionen bei der von
uns gewahlten Entwicklung nach atomaren Wellenfunktionen des Projektilkerns

iwvp In(R—uvt)

mit einem Phasenfaktor e multipliziert werden, wenn die Coulomb-

Randbedingungen verwendet werden sollen. Damit hat man dann anstatt von
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(5.3) die Entwicklung

T 1) =Y ap ()P G (0 (7, 1) (5.5)

k!

Einsetzen dieser Entwicklung in die Dirac-Gleichung (2.1) liefert wieder ein Sys-
tem gekoppelter Gleichungen fiir die Koeffizienten a(t). Diese unterscheiden sich
lediglich in den zu berechnenden Matrixelementen von den Gleichungen (5.4),
die man ohne die Coulomb-Randbedingungen erhilt. Man bekommt die neuen

Matrixelemente durch die Ersetzung [Tos90b]

1 . 1 1 (5.6
r r R 6)
in (4.11), wobel R = /b? 4+ v2t2. Der zusatzliche Potentialterm ist offensicht-

lich unabhéngig von den Koordinaten. Wenn man voraussetzt, dafl verschiede-
ne Basisfunktionen orthogonal zueinander sind, dann bleiben demnach die Ma-
trixelemente zwischen verschiedenen Basisfunktionen von den Coulomb-Rand-
bedingungen unberiihrt. Nur die Diagonalmatrixelemente werden also von der
Ersetzung (5.6) beeinflult. Diese Tatsache fithrt aber lediglich zu einem physika-
lisch unbedeutenden Phasenfaktor in den Amplituden. Die Wahrscheinlichkeiten
bleiben also unverdndert und sind damit unabhingig davon, ob man Coulomb-
Randbedingungen verwendet oder nicht. Man kann dieses Ergebnis auch so auf-
fassen, da§ durch die Wahl des speziellen Ansatzes (5.3) bereits die Langreichwei-
tigkeit des Targetpotentials beseitigt wird. Man beachte, dafl diese Eigenschaft
aus der Tatsache resultiert, daB das zusiitzliche Potential VS? (siehe Abschnitt
3.4)

| ——_— (5.7)

unabhéngig von den Koordinaten ist. Wiirde man stattdessen eine Entwicklung
um den Targetkern benutzen, so wire das zusitzliche Potential V.¢B, das man

durch die Verwendung der Coulomb-Randbedingung erhielte,
yaZp(l —va,)

A /b2 + U2t/2

von der Koordinate z abhangig, da t' = (¢t —vz). Man kann daraus schliefen, daf
die explizite Invarianz beziiglich der Anwendung von Coulomb-Randbedingungen
auf die Zeitunabhangigkeit des Targetkernpotentials im System des Targetkerns
zuriickzufiihren ist. Das wiederum bedeutet, dafl die oben gemachten Aussagen

CB
Vit =

(5.8)

nur fiir den von uns gewéhlten Ansatz (5.3) gelten. Jede andere Wahl der Basis,
nach der die Wellenfunktion entwickelt wird, und jede andere Wahl des Koordi-
natensystems fithren zwangsldufig zu Wahrscheinlichkeiten, die nicht unabhangig
davon sind, ob Coulomb-Randbedingungen verwendet werden oder nicht.
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Neben der Tatsache, dafl die Wahrscheinlichkeiten sehr schnell ihren stationa-
ren Wert erreichen, kann man weiterhin feststellen, dafl die Wahrscheinlichkeiten
niemals so hohe Werte erreichen wie bei den Rechnungen, die im System des Pro-
jektilkerns durchgefiithrt wurden. Die Ursache dafiir diirfte der Exponentialfaktor
' (Br=Ei)oz" 3 (4.13) sein. Dieser unterdriickt effektiv die Matrixelemente, bei
denen die Differenz Ey — E; zwischen den Energien der beiden Zustande 7' und
k' grof} ist.

Fiir das beobachtete Verhalten der Wahrscheinlichkeiten gibt es jedoch auch
noch andere mogliche Grinde. Fir die Darstellung des kontinuierlichen Spek-
trums wurden hier stationdre Wellenpakete verwendet. Dabei wurde davon aus-
gegangen, daf} diese als eine Ndherung fiir die zeitabhidngigen Weylschen Wellen-
pakete betrachtet werden diirfen. Nur dann erhalt man gekoppelte Gleichungen
von der Form (5.4). Auflerdem haben wir den Uberlapp der Wellenpakete in die-
sen Rechnungen vernachlassigt. In Abschnitt (3.2) wurde gezeigt, daf§ sich das
Maximum der Dichte bei einem Weylschen Wellenpaket mit der Zeit vom Kern
weghewegt. Da sich der Projektilkern, die Elektronen und die Positronen alle mit
Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit bewegen, konnte es sein, dafl
bei der Verwendung von Weylschen Wellenpaketen ein Teil der Dichte der Wel-
lenpakete fiir langere Zeit einen Uberlapp mit dem Potential des Targetkerns hat,
als es bei Verwendung von stationdren Wellenpaketen der Fall ist.

Die endliche Ausdehnung der Wellenpakete im Raum fithrt auflerdem dazu,
dafl durch die Lorentz-Kontraktion in der z-Richtung mit dem Lorentz-Faktor ~
die Ausdehnung der Wellenfunktionen in dieser Richtung weiter reduziert wird.
Man erwartet dann auch kiirzere Wechselwirkungszeiten, da die Wellenfunktio-
nen dann nur noch fiir eine kiirzere Zeit einen nennenswerten Uberlapp mit dem
Coulombpotential des Targetkerns haben. Dieser Effekt wire dann auf die Ver-
wendung von Wellenpaketen zuriickzufiithren; denn die richtigen Kontinuumswel-
lenfunktionen sind iiber den gesamten Raum ausgedehnt.

Um die verwendeten Naherungen zu testen, kann man Rechnungen mit Wel-
lenpaketen kleinerer Breite AE durchfithren. Diese erfiillen zunéichst die Bedin-
gung AFEt,,; < 1 besser und stellen zudem bessere Naherungen fiir richtige Kon-
tinuumswellenfunktionen dar. Verdndern sich die Resultate der Rechnungen sehr
stark, dann kann man nicht davon ausgehen, daff die Ndherungen mit stationéren
Wellenpaketen verwendet werden diirfen. Dazu wurden wieder Rechnungen fiir
das Stoflsystem U9+ Au™7 bei der Stoflenergie von 930 MeV /Nukleon und bei
einem Stoflparameter von b = 0.125\. ~ 48 fm durchgefiihrt. Da diese Rech-
nung lediglich als Test fur die stationdren Wellenpakete dienen sollte, wurden
nur Kanile mit —5mc* < E < —1mc* und 1mc® < E < 3mc? beriicksichtigt.
Ferner wurden nur solche Kontinuumszustande in der Basis berticksichtigt, fir die
|| < 1. Die Rechnungen wurden unter Verwendung von stationiren Wellenpake-
ten der Breite AF = %mc2 (das ist die Breite, die auch in den oben beschriebenen
Rechnungen benutzt wurde) und AE = me? durchgefithrt. Abbildung 5.8 zeigt
die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Rechnungen
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Abbildung 5.8: Vergleich zweier Rechnungen mit Wellenpaketen verschiedener
Breite AFE fiir das kontinuierliche Spektrum. Die beiden oberen Kurven sind das
Ergebnis fir die freie, die beiden unteren Kurven fiir die gebunden-freie Paar-

produktion in StéBen von U%T+Au™* bei 930 MeV/Nukleon und b=0,125)\...

Durchgezogene Kurve: AE = mc?, gestrichelte Kurve: AE = $mc?.

mit den Wellenpaketen verschiedener Breite. Man erkennt, daf§ der Unterschied
zwischen den beiden Ergebnissen, insbesondere im Falle der freien Paarproduk-
tion, nur sehr klein ist. Fur die freie Paarproduktion erhalt man einen relativen
Unterschied, der kleiner als 3% ist, wahrend man einen Unterschied von etwa 10%
fir die gebunden-freie Paarproduktion bekommt. Daraus darf man schlieffen, dafl
das Verhalten der Wahrscheinlichkeiten nicht auf die Ndherungen mit den stati-
onaren Wellenpaketen zuriickzufithren ist, sondern tatsachlich auf die weiter oben
diskutierte effektive Beseitigung der Langreichweitigkeit der Wechselwirkung.

SchlieBlich kann man auch mit dieser Methode Wahrscheinlichkeiten fiir die
Anregung oder die Ionisation eines anfanglich im Projektil gebundenen Elek-
trons gewinnen, wenn man als Anfangszustand den Grundzustand des U9*-
Projektilions wahlt und diesen in der Zeit entwickelt. Mit Hilfe der Symmetrie
unter Zeitumkehr lassen sich dann wieder die Wahrscheinlichkeiten fiir die Paar-
produktion mit Einfang in die K-Schale des Projektils berechnen. In dieser Rech-
nung wurde wieder der am Anfang von Abschnitt 5.2.1 beschriebene Basissatz
mit 310 Basiszustianden verwendet.

Abbildung 5.9 zeigt die Wahrscheinlichkeit fiir Elektron-Positron-Paarerzeu-
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Abbildung 5.9: Wahrscheinlichkeiten fiir Paarproduktion mit Einfang in die K-
Schale in Stéfien von U%*-Tonen mit Au™*-Tonen bei 930 MeV/Nukleon in
Abhéangigkeit von der Zeit fiir verschiedene Stofiparameter.

gung mit Einfang in den 1s;/;-Zustand mit m = ;. Auch hier kann man wie-
der feststellen, dafl die Wahrscheinlichkeiten erstaunlich schnell stationar wer-
den. Diese Rechnung erlaubt auch einen Test der Symmetrie unter Zeitumkehr,
indem man die Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarproduktion mit Einfang mit
den Ergebnissen der ,vollen” Rechnung vergleicht, in der der vollbesetzte Dirac-
See als Ausgangszustand benutzt wurde. Bei den Rechnungen fiir das Stofisystem
U224+ Au"™7 bei 930 MeV /Nukleon ist festzustellen, dafl bei der verwendeten Ba-
sis die relative Abweichung zwischen den beiden verschiedenen Rechnungen weni-
ger als ein Prozent betrigt. Eine solch hervorragende Ubereinstimmung zwischen
der vollen Rechnung und der Rechnung mit Ausnutzung der Zeitumkehrsymme-
trie lieff sich im Projektilsystem (sieche Abschnitt 5.1) nicht feststellen, wo eine
relative Abweichung der Wahrscheinlichkeit fir die Paarproduktion mit Einfang
in die K-Schale von etwa 7% berechnet wurde. Das ist auch nicht tiberraschend,
da man bei diesen Rechnungen keine Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeiten ma-
chen konnte, weil diese noch keine stationdren Werte angenommen hatten. Die
Symumetrie unter Zeitumkehr ist bei der in diesem Abschnitt verwendeten Metho-
de also sehr gut erfiillt. Die in Abbildung 5.9 gezeigten Wahrscheinlichkeiten fiir
die Paarproduktion mit Einfang sind natiirlich niedriger als die in Abbildung 5.4
gezeigten, da letztere auch den Einfang in hohere Schalen beriicksichtigen. So liefle

sich auch der leichte Anstieg der Wahrscheinlichkeiten in Abbildung 5.4 dadurch



64 KAPITEL 5. EIN-ZENTRUM-ENTWICKLUNG

0,1
= 0,01 —e— |onisation
< ----A---- Anregung
O .
T 1E3 --&- geb.-freie Paarprod.
‘©
ey
3 -
e -
c 1E4
1E-5 e
m
1E-6 . , . , . , . ,
0,0 05 1,0 1,5 2,0

b (in Einheiten von A)

Abbildung 5.10: Wahrscheinlichkeiten fiir Tonisation und Anregung in Sté8en von
UM mit Au™* und fiir gebunden-freie Paarproduktion in StéBen von U%*-Tonen
mit Au™*-Tonen bei 930 MeV /Nukleon in Abhingigkeit vom Stofiparameter.

erklaren, daf} der Einfang in héhere Schalen aufgrund der grofleren Ausdehnung
der Orbitale auch zu spéateren Zeitpunkten noch stattfinden kann.

Abbildung 5.10 zeigt die Wahrscheinlichkeit fiir Tonisation und Anregung von
U9+ Tonen in StéBen mit Au™+ und fiir gebunden-freie Paarproduktion in StéBen
von U%?* mit Au™7* in Abhingigkeit vom Stofiparameter b. Klar erkennbar ist,
dafl die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion deutlich schneller mit wachsen-
dem Stoparameter abféllt als die fiir Ionisation und Anregung. Insbesondere die
Anregungswahrscheinlichkeiten sind in dem betrachteten Bereich von Stofipara-
metern fast konstant. Fiir die Berechnung von Wirkungsquerschnitten fiir die
Paarproduktion mit Einfang genitigt es bei den hier betrachteten Stoflenergien of-
fensichtlich, die Wahrscheinlichkeiten fiir StoBparameter bis ba 2. zu berechnen.
Man kann nun auch die Verteilung der Wahrscheinlichkeit auf die Zustande zu
verschiedenen Kontinuumsenergien betrachten. Auf diese Art und Weise gewinnt
man zudem einen Eindruck davon, ob eine Konvergenz des Verfahrens beziiglich
der maximalen positiven und negativen Energien, die im Basissatz beriicksichtigt
werden, erreicht ist.

Abbildung 5.11 zeigt, wie sich die Wahrscheinlichkeiten bei einem Stoipara-
meter von b = 0,125\, nach der Zeitentwicklung auf die verschiedenen Kontinu-
umszustande verteilen. Fiir die positiven Energien erkennt man, dafl die Wahr-
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Abbildung 5.11: Verteilung der Wahrscheinlichkeit AP(E)/AE auf die Kontinu-
umszustande des Projektilions bei einem Stofparameter von b = 0,125\.. Die
linke Abbildung zeigt die Verteilung fiir die Elektronen, die rechte die Verteilung
fiir die Positronen.

scheinlichkeiten AP(E)/AE mit wachsender Energie stark abfallen. Fiir die Be-
schreibung des Tonisationsprozesses ist die maximale positive Energie des bei die-
sen Rechnungen verwendeten Basissatzes offenbar ausreichend. Das gilt jedoch
nicht fiir die Zustdnde mit negativen Energien. Hier sieht man zunéchst, daf}
die Wahrscheinlichkeiten fiir Energien zwischen 1, 5mc? und 2mc? ein Maximum
aufweisen, das aus der Abstofung der Positronen durch die positiv geladenen
Kerne resultiert. Andererseits erkennt man aber auch, dafl die Wahrscheinlich-
keiten fiir grofie Positronenenergien iiber 4mc? wieder leicht ansteigen. Dieser
Anstieg ist natiirlich unphysikalisch. Die Wahrscheinlichkeiten werden durch die
Begrenzung der Positronenenergien in Zustinde mit Energien unterhalb dieser
maximalen Energie ,gedriickt” und konnen nicht zu gréfleren Positronenenergi-
en entweichen. Dieses Phéanomen lief} sich jedoch bereits in den Rechnungen von
Tenzer [Ten99] beobachten. Bei kleinen Stofiparametern zumindest miifite man
im Basissatz noch kleinere (negative) Energien beriicksichtigen. Fiir grofiere Stof-
parameter tritt dieses Problem nicht mehr auf, wie Abbildung 5.12 zeigt. Dort ist
ebenfalls die Wahrscheinlichkeitsverteilung AP(E)/AFE fiir Kontinuumszusténde
des Projektils mit positiver und negativer Energie dargestellt, jedoch fiir einen
Stoparameter von b = 1A.. Bei diesem Stofparameter ist das Maximum in der
Verteilung bei der maximalen Positronenenergie verschwunden. Im Vergleich zu
den in Abschnitt 5.1 beschriebenen Rechnungen im Projektilsystem findet man
eine gute Ubereinstimmung bei den Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation und An-
regung, nicht jedoch bei der Paarerzeugung mit Einfang in die K-Schale. Die
Ergebnisse der beiden Rechnungen fiir die Wahrscheinlichkeiten der verschiede-
nen Prozesse bei einem Stofparameter von b = £\, sind in der folgenden Tabelle
zusammengefafit. Die leichten Unterschiede fiir die Ionisation und die Anregung
lassen sich dadurch erkldren, dafl bei der Rechnung im Targetsystem ein grofie-
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Abbildung 5.12: Verteilung der Wahrscheinlichkeit AP(E)/AE auf die Kontinu-
umszustande des Projektilions bei einem Stofiparameter von b = 1).. Die linke
Abbildung zeigt die Verteilung fiir Zustdnde mit positiver Energie, die rechte die
Verteilung fiir negative Energien.

‘ ‘ Tonisation ‘ Anregung ‘ Paarprod. ‘
Projektilsystem 0,463 0,143 | 1,01x107°
Targetsystem 0,498 0,130 | 4,94x107*

Tabelle 5.1: Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation, Anregung und Paarproduktion
mit Einfang in die K-Schale, berechnet im Projektilsystem mit dem Verfahren
aus Abschnitt 5.1 (obere Zeile) und im Targetsystem (untere Spalte)

rer Basissatz, der Zustédnde mit hoheren Elektronenenergien beriicksichtigt, ver-
wendet wurde. Man darf aus der beobachteten Ubereinstimmung schliefen, daf
Anregung und Ionisation mit der Methode der gekoppelten Kanile sehr gut (in
beiden Koordinatensystemen) behandelt werden konnen.

5.2.2 Rechnungen fiir Stéfie von La’™ mit Au™*, Ag'™
und Cu?"*

Neben den gezeigten Rechnungen mit dem U??*-Ion als Projektil wurden auch
noch Rechnungen fiir La®"*-Projektilionen mit den gleichen Targetkernen wie
oben und bei der gleichen Stoflenergie von 930 MeV /Nukleon durchgefithrt. Ge-
rade im StoB mit dem Au"*-Ton erscheint dieser Zugang zunichst fraglich, denn
dann ist die durch das Target verursachte Storung starker als das Projektil-
potential, das in der verwendeten Basis in allen Ordnungen richtig behandelt
wird. Abbildung 5.13 zeigt den Erwartungswert (N.-.+(t)) fiir die Anzahl der
erzeugten freien Elektron-Positron-Paare in Stéfen von La®™* mit Au™* bei ei-

ner Stofenergie von 930 MeV/Nukleon. Wieder kann man beobachten, daff die
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Abbildung 5.13: Erwartungswert fiir die Anzahl der erzeugten freien Elektron-
Positron-Paare in StéBen von La®™* mit Au™t bei einer Energie von

930 MeV /Nukleon fiir verschiedene Stofiparameter.

Wahrscheinlichkeiten in dieser Rechnung sehr schnell einen stabilen Wert an-
nehmen. Andererseits fallt auf, dafl das Maximum der Wahrscheinlichkeiten im
Vergleich zu den stationiren Werten stirker als im Falle des U?2*-Projektils aus-
gepragt ist. Das liegt daran, daf§ das storende Targetpotential hier wesentlich
starker ist als das Projektilpotential. Man darf davon ausgehen, daf§ man in einer
Rechnung, die im Projektilsystem ausgefithrt wird, aber mit einer Entwicklung
der Wellenfunktion um das Au™*+-Targetion, ein schwicher ausgeprigtes Maxi-
mum finden wird. Man beachte jedoch, daf} die hier beobachtete Adiabatizitit
der Amplituden immer noch deutlich kleiner ist als bei den Rechnungen im Pro-
jektilsystem, wo ein Ansteigen und ein Abfallen der Wahrscheinlichkeiten um
fast zwel Groflenordnungen gefunden wurde. Abbildung 5.14 zeigt den totalen
Wirkungsquerschnitt fir die Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen
Zustand des La®"*-Projektilions fiir verschiedene Targetladungen. Ebenfalls ab-
gebildet sind die experimentellen Ergebnisse von Belkacem et al. [Bel97]. Man
findet hier eine sehr gute Ubereinstimmung der Rechnungen mit den experimen-
tellen Werten. Allerdings scheint die Abhangigkeit von der Targetladung Zr bei
den Rechnungen stérker zu sein als die der experimentellen Werte. Wéahrend im
Experiment eine Z;’65i0’35—Abhéingigkeit von der Targetladung gefunden wurde,
erhdlt man durch einen Fit durch die theoretischen Werte eine Abhéangigkeit
gemaf Z;’O. Man beachte aber, dal Experiment und Theorie iibereinstimmend
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Abbildung 5.14: Wirkungsquerschnitt fiir Paarproduktion mit Einfang in einen

gebundenen Zustand des Projektils in StoBen von La®"*
getkernen bei einer StoBenergie von 930 MeV /Nukleon in Abhéngigkeit von der

mit verschiedenen Tar-

Targetladung Zr. Die experimentellen Daten wurden [Bel97] entnommen. Drei-

ecke: OBK-Néherung nach [Ion96].

eine in diesem Bereich der Targetladung deutlich stirkere Abhéangigkeit als die
Z2-Abhingigkeit finden, die sich in der Storungstheorie erster Ordnung ergibt.
Das ist auch nicht {iberraschend, denn fiir die hohen Targetkernladungen er-
wartet man natiirlich auch, dafi die nichtstorungstheoretischen Effekte stérker
ausgepragt sind. Ebenfalls in der Abbildung dargestellt sind die Ergebnisse einer
Rechnung von Ionescu und Eichler [Ton96], die im Rahmen einer OBK-Naherung
versuchten, die gebunden-freie Elektron-Positron-Paarerzeugung durch den Ein-
fang des Elektrons aus einem Zustand negativer Energie des Targetions in einen
gebundenen Zustand des Projektils zu erklaren, &hnlich einem Ladungstransfer-
prozefl. Diese Néherung ist jedoch offensichtlich ungeeignet. Sie ergibt sogar eine
schwichere Abhéngigkeit von der Ladung des Targetkerns als die Stérungstheorie
und daher keine ordentliche Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten.
Eine schlechtere Ubereinstimmung der gekoppelten Rechnung mit den ex-
perimentellen Werten findet man bei den Wirkungsquerschnitten fir die freie
Paarproduktion. Hier sind die theoretischen Resultate nur etwa halb so groff wie
die gemessenen Werte. Die Ergebnisse der Rechnungen und die experimentellen
Daten sind in Abbildung 5.15 dargestellt. Die schlechte Ubereinstimmung diirfte

im Wesentlichen auf die zu kleine Basis zuriickgefiithrt werden. Vor allen Din-
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Abbildung 5.15: Wirkungsquerschnitt fir freie Paarproduktion in Stoflen zwi-
schen La®"* und verschiedenen Targetionen in Abhingigkeit von der Targetla-
dung Zr. Die experimentellen Daten wurden [Bel97] entnommen.

gen reicht es vermutlich nicht aus, nur Drehimpulse mit |&| < 2 in der Basis zu
beriicksichtigen.

Im Falle des Au™*-Targetions kann man erwarten, ein besseres Resultat zu
erhalten, indem man die Entwicklung um den Targetkern anstatt um den Projek-
tilkern durchfithrt; denn ansonsten ist, wie bereits oben bemerkt wurde, die durch
das Target verursachte Storung grofer als das Potential, das in der Basis exakt
behandelt wird. Um jedoch nicht wieder auf die durch die Langreichweitigkeit
der Wechselwirkung verursachten Probleme zu stoflen, die im letzten Abschnitt
ausfiithrlich besprochen wurden, wird die Dirac-Gleichung nun im System des Pro-
jektilkerns gelost mit einer Entwicklung der Wellenfunktion um den Targetkern.
Dazu wird der Basissatz so gewahlt wie in den oben besprochenen Rechnungen,
allerdings mit dem Unterschied, daf die Basisfunktionen nun um den Au™*-
Kern zentriert sind und Losungen der Dirac-Gleichung mit dem entsprechenden
Potential sind. Das Ergebnis dieser Rechnung ist ein Wirkungsquerschnitt von
o = 1,0b fir die freie Paarproduktion, was mit dem experimentell gefundenen
Wert von ¢ = 1.6 + 0.3b auch nicht sehr gut itbereinstimmt. Das Resultat dieser
Rechnung ist jedoch nur wenig grofler als das der vorher beschriebenen Rechnung
mit der Entwicklung um den La®"*-Kern, wo ein Wirkungsquerschnitt o = 0, 84b
erhalten wurde.

Um bessere Ergebnisse zu erhalten, kénnte man versuchen, Basisfunktionen
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mit hoheren Drehimpulsen || > 2 zu beriicksichtigen. Dadurch wiirde jedoch die
Zahl der Basisfunktionen so grofl werden, dafi man die Matrixelemente nicht mehr
in vertretbarer Zeit berechnen kénnte. Nun kann man sich vorstellen, dafl es durch
die Anziehung, die der Targetkern auf die Elektronen ausiibt, kurzfristig zur Aus-
bildung molekularer Wellenfunktionen kommt. Beim Ionisationsprozefl bildet das
Elektron fiir kurze Zeit eine Ladungswolke, die beide Stofipartner umgibt. Sol-
che molekularen Effekte kann man effizienter (als durch bloBe Erweiterung des
Basissatzes beztiglich des Drehimpulses) erfassen, indem man auch Basisfunk-
tionen um den Targetkern zentriert, also auch Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen
des Targetkerns in der Basis berticksichtigt. Molekulare Orbitale kann man damit
naherungsweise durch Linearkombination von atomaren Orbitalen konstruieren.
Ferner bietet dieser Zugang die Moglichkeit, den Ladungsaustauschprozefl be-
schreiben zu koénnen. Rechnungen, die mit solchen Basissdtzen gemacht wurden,
werden im nachsten Kapitel diskutiert.

5.3 Bemerkungen zur Erzeugung von mehreren
Paaren

Fiir die Berechnung von Wirkungsquerschnitten und Wahrscheinlichkeiten wur-
de bisher stets die Formel (2.13) fiir den Erwartungswert fiir die Anzahl der
Paare verwendet. Die Erzeugung von mehreren Paaren wurde bisher stets ver-
nachlassigt. Ferner wurde fiir den Erwartungswert fiir die Anzahl der Paare haufig
auch einfach ,,die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion” geschrieben, was streng
genommen nicht richtig ist; denn der Erwartungswert fiir die Anzahl der Paare
kann prinzipiell auch grofler als Eins werden. In Abschnitt 2.2 wurde argumen-
tiert, daf die Wahrscheinlichkeit fiir die Produktion mehrerer Paare sehr viel klei-
ner als die fiir die Erzeugung eines einzigen Paares sel und man daher in guter
Naherung die Wahrscheinlichkeit fir die Erzeugung eines Paares mit dem Erwar-
tungswert fiir die Anzahl der Paare gleichsetzen diirfe. Um das zu verifizieren,
kann man mit Hilfe der Formel (2.10) auch die exklusiven Wahrscheinlichkeiten
dafiir, nach dem Stofl einen ganz bestimmten N-Teilchenzustand vorzufinden,
berechnen. Die Auswertung der Wahrscheinlichkeiten mit dieser Formel ist al-
lerdings erheblich zeitaufwendiger, da eine grofle Anzahl von Determinanten be-
rechnet werden muf. Am schnellsten 1&8t sich die exklusive Wahrscheinlichkeit
fiir die Erzeugung von genau einem Paar berechnen.

Am wahrscheinlichsten diirfte die Erzeugung von mehreren Paaren bei sehr
kleinen Stofparametern und hohen Ladungen von Projektil und Target sein. Fir
das StoBsystem U?*T+Au™7 bei 930 MeV /Nukleon und b = 0,125), erhilt man
fiir die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung von genau einem Paar mit dem
Elektron in einem gebundenen Zustand einen Wert von 6,207 x 10~*. Mit Hilfe
von (2.13) mit der Beschrankung der Summation auf gebundene Zustande erhalt
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man einen Wert von 6,222 x 107, also einen fast identischen Wert. Subtrahiert
man die exklusive Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung von einem Paar von dem
Ausdruck fiir den Erwartungswert, dann erhalt man unter der Annahme, dafi der
resultierende Ausdruck durch die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung von genau
zwel Paaren dominiert wird, eine Abschiatzung fiir die Erzeugung von zwei Paaren,
wobel mindestens eines der beiden Elektronen in einem gebundenen Zustand
sitzt. Fiir diese Wahrscheinlichkeit bekommt man damit ungefihr 8 x 1077, Auf
die gleiche Art und Weise erhélt man fiir die exklusive Wahrscheinlichkeit fiir
die Erzeugung eines freien Paares einen Wert von 3,573 x 1073, wihrend man
mit (2.13) 3,582 x 1072 fiir den Erwartungswert fiir die Anzahl der Paare mit
mindestens einem freien Elektron bekommt.

Die Erzeugung von mehr als einem Paar kann also in der Tat bei den in dieser
Arbeit betrachteten StoBen in sehr guter Naherung vernachlassigt werden und
es ist gerechtfertigt, den Erwartungswert fiir die Anzahl der erzeugten Paare mit
der Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion gleichzusetzen.
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Kapitel 6

Zwei-Zentren-Rechnungen

In diesem Kapitel werden Rechnungen vorgestellt, die auf einer Entwicklung der
Wellenfunktion beruhen, die sowohl Basisfunktionen enthilt, die um den Projek-
tilkern zentriert sind, als auch solche, die umn den Targetkern zentriert sind. Dazu
muf} der volle Formalismus, wie in Kapitel 3 beschrieben, benutzt werden. Im
Vergleich zu den Rechnungen mit einer Ein-Zentrum-Entwicklung, die 1m letzten
Kapitel diskutiert wurden, kann man eine bessere Darstellung der Wellenfunk-
tion erwarten. Ein weiterer Vorteil besteht darin, daff man 1m Rahmen dieser
Methode auch den Ladungstransferprozel beschreiben kann, wenn der Basissatz
gebundene Zustinde an beiden Zentren enthalt.

Ein Problem ergibt sich beziiglich der Interpretation der Kontinuumszustéande
an den beiden Zentren. Wiirde man in dieser Basis Kontinuumseigenfunktionen
(ohne Diskretisierung) benutzen, so wiirde der Uberlapp zwischen einem Konti-
nuumszustand an einem Zentrum und einem Zustand am anderen Zentrum auch
fir grofle Zeiten nicht verschwinden. Eine Interpretation der Betragsquadrate der
Amplituden als Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in dem entsprechenden Zustand
zu finden, ist dann nicht mehr zuléssig. Durch die Diskretisierung umgeht man
diese Schwierigkeit, denn die Wellenpakete haben im Raum nur eine endliche Aus-
dehnung und der Uberlapp zwischen Wellenpaketen, die zu verschiedenen Zentren
gehoren, wird fiir grofle Absténde zwischen den Kernen beliebig klein.

Die Zahl der zu berechnenden Matrixelemente ist bei Verwendung der Zwei-
Zentren-Entwicklung deutlich groBer; denn zusétzlich miissen neben den Wechsel-
wirkungsmatrixelementen zwischen den Wellenfunktionen am gleichen Zentrum
noch die Zwei-Zentren-Wechselwirkungsmatrixelemente (3.15) und (3.16) und die
Uberlappmatrixelemente (3.11) berechnet werden. Das Uberlappmatrixelement
(3.12) mufl wegen der Hermetizitat der Uberlappmatrix nicht extra berechnet wer-
den. Ein weiterer Nachteil besteht nun darin, dafl man fir jedes Stoflsystem eine
separate Rechnung durchfithren mufl, wéhrend man bei den Rechnungen im Rah-
men der Ein-Zentrum-Entwicklung die fiir ein bestimintes Projektil (Target) be-
rechneten Matrixelemente fiir eine Zeitentwicklung mit einem beliebigen Target-
kern (Projektilkern) wiederverwerten kann, da die Ein-Zentrum-Matrixelemente

73
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bei der Entwicklung um den Projektilkern (Targetkern) mit Z2 (Z}) skalieren.

Fithrt man im Basissatz Kontinuumszustande an beiden Zentren mit, so wird
die Zahl der zu berechnenden Zwei-Zentren-Matrixelemente schnell so grof, daf
man die Zahl der Kontinuumszustiande stark eingrenzen muf, uin die Rechnungen
in vertretbarer Zeit durchfithren zu konnen. Eine Alternative besteht darin, nur
Kontinuumszustande zu einem der beiden Zentren in der Basis zu berticksichtigen,
so dal man an einem Zentrum eine grofle, an dem anderen Zentrum aber nur
eine relativ kleine Anzahl von Basisfunktionen hat. Aus diesem Grunde werden
zunachst solche Rechnungen vorgestellt, bei denen nur gebundene Zustande des
Targetkerns berticksichtigt werden.

6.1 Rechnungen ohne Kontinuumszustinde am
Target

Die Wellenfunktion ¥(r,t) wird in diesem Unterkapitel nach einem Basissatz
entwickelt, der aus Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen besteht, die zum Teil am
Target und zum Teil am Projektil zentriert sind. Dabei werden in dem Teil des
Basissatzes, der um den Targetkern zentriert ist, nur Wellenfunktionen von gebun-
denen Zustanden beriicksichtigt. In den folgenden Rechnungen wird dabei eine
Entwicklung verwendet, die alle gebundenen Zustinde mit n < 3 und |k| < 2
an beiden Zentren enthélt. Fiir die Darstellung des kontinuierlichen Spektrums
werden wieder stationdre Wellenpakete benutzt. Beriicksichtigt werden dabei nur
Projektilzustinde mit |E| < 5me? und |s| < 2. Die Breite der Wellenpakete
betrigt wie auch in den Rechnungen des vorigen Kapitels jeweils AE = émcz.
Diese Basis enthélt insgesamt 332 Basiswellenfunktionen. Davon sind 22 gebun-
dene Wellenfunktionen des Targetkerns, weitere 22 sind gebundene Wellenfunk-
tionen des Projektilkerns und die restlichen 288 Wellenfunktionen entsprechen

Kontinuumszustanden, die am Projektilkern zentriert sind.

Zunachst wird hier eine Rechnung fiir das Stofsystem U™+ Au™7t bei ei-
ner Energie von 930 MeV /Nukleon betrachtet. Abbildung 6.1 zeigt die Wahr-
scheinlichkeiten fiir Tonisation, Anregung und Ladungstransfer eines urspriinglich
im Projektil gebundenen Elektrons in einen gebundenen Zustand des Targetions
im StoB U +Au™7 bei einem Stofiparameter von b = 0,125).. Auflerdem ist
die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit Einfang in den 1s;/,-Zustand mit
m = 1/2 des Projektilkerns im Stofi von U?** mit Au™* dargestellt. Bei dieser
Rechnung wurde die Symmtrie unter Zeitumkehr ausgenutzt. Zunachst fallt auf,
daf} sich die Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation und Anregung von den vorher,
ohne Beriicksichtigung der gebundenen Zusinde am Target, berechneten kaum
unterscheiden. Wahrend in der im letzten Kapitel diskutierten Ein-Zentrum-
Rechnung Wahrscheinlichkeiten von 49,8% fiir die Tonisation und von 13,0% fiir
die Anregung gefunden wurde, erhédlt man in der Zwei-Zentren-Rechnung nun
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Abbildung 6.1: Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation (durchgezogen) und Anre-
gung (gestrichelt) von U”'*-Tonen im Stofi mit einem Au™*-Targetkern bei 930
MeV /Nukleon und einem Stofiparameter von b = 0,125).. Die gepunktete Kur-
ve zeigt die Wahrscheinlichkeit fiir Ladungstransfer in einen gebundenen Zustand
des Targetions, und die gestrichelt-gepunktete Kurve zeigt die Wahrscheinlichkeit
fiir Paarproduktion mit Einfang in den 154 /;-Zustand mit m = 1/2 des U?'*-Tons

in StoBen von U22t und Au™*.

46,1% fiir die Ionisation und 13,4% fiir den Anregungsprozefl. Die Wahrschein-
lichkeit fiir den Transfer in einen gebundenen Zustand des Targets ergibt sich zu
2,4%. Fiir den Einfang in die K-Schale des Targetkerns erhalt man eine Wahr-
scheinlichkeit von 2,0%. Fiir die Paarproduktion mit Einfang in den Zustand
1sy/ mit m = % des U?'*-Tons findet man einen Wert von 2,7x10~*. Wenn man
diese Werte auf einen Stofiparameter b = 0 extrapoliert, dann kann man die Er-
gebuisse vergleichen mit denen, die von Momberger [Mom96] und Busic [Bus00]
mit Verfahren berechnet wurden, bei denen die Dirac-Gleichung auf einem Git-
ter gelost wird. In Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse fiir die Wahrscheinlichkeiten
fir die verschiedenen Prozesse bei einem Stofiparameter b = 0 zusammengefafit.
Momberger et al. [Mom96] geben leider nicht an, ob es sich bei den von ihnen
berechneten Wahrscheinlichkeiten fiir gebunden-freie Paarproduktion um die Ge-
samtwahrscheinlichkeit fiir den Einfang in die K-Schale oder den Einfang in den
Anfangszustand (der zeitumgekehrten Rechnung), also den 1syj,-Zustand mit ent-
weder m, = % oder m, = —%, handelt. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ergibt sich

hieraus durch Multiplikation mit einem Faktor zwei. Die Ubereinstimmung mit
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‘ ‘ 181/, m = % ‘ Anregung ‘ Ionisation ‘ Transfer ‘ Paarprod. ‘

Busic 0,287 0,112 k.A. 0,015 [3,1x10°
Momberger 0,295 0,098 0,543 0,025 |3,9x 10~
gek. Kan. (6.1) 0,348 0,136 0,501 0,020 |3,0x 1074
gek. Kan. (5.2) 0,342 0,130 0,530 _ 2,8 x 10~

Tabelle 6.1: Uberlebenswahrscheinlichkeit des Grundzustands und Wahrschein-
lichkeiten fiir Anregung, Ionisation und Ladungstransfer in die K-Schale des
Targetions in StéBen von U?'T+Au™* und fiir Paarproduktion mit Einfang in
den 1s;/p-Zustand mit m = % des Projektils in StoBen von U2t 4Au™t bei
930 MeV/Nukleon und b = 0. Die dritte Zeile zeigt die Ergebnisse der Zwei-
Zentren-Rechnung aus Abschnitt 6.1, die vierte die Ergebnisse der Ein-Zentrum-
Rechnung aus Abschnitt 5.2.1.

den Ergebnissen der Gitterrechnungen von Momberger und Busic ist angesichts
des hier verwendeten relativ kleinen Basissatzes gut. Die in dieser Arbeit gefun-
denen hoheren Werte fiir die Anregungs- und die Uberlebenswahrscheinlichkeit
des Grundzustandes und der etwas kleinere Wert fiir die Ionisationswahrschein-
lichkeit lassen sich vermutlich darauf zuriickfithren, daf§ der Basissatz beziiglich
der Zustédnde mit positiver Energie noch erweitert werden mufl. Durch die relativ
wenigen Zustdnde im positiven Kontinuum wird ein gewisser Teil der Gesamt-
wahrscheinlichkeit, die hier stets erhalten bleibt, in die gebundenen Zusténde
yhineingedriickt®.

Die Zwei-Zentren-Entwicklung gestattet nun auch die Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand
des Targetkerns. Abbildung 6.2 zeigt die Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarpro-
duktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand des Targetkerns und fir die
Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand des Projektilkerns,
ebenfalls berechnet fiir einen Stofiparameter von b = 0,125A.. Es fillt auf, dafl
die beiden Wahrscheinlichkeiten fast gleich gro sind. Ferner erkennt man, dafl
die gebundenen Zustande des Targets frither besetzt werden als die des Projektils
und dafl die Wahrscheinlichkeit fiir den Einfang in das Target nach dem Stof
ein oszillierendes Verhalten zeigen. Die bereits bei den Rechnungen mit der Ent-
wicklung der Wellenfunktion im System des Projektilkerns beobachteten Effekte
der Langreichweitigkeit der Wechselwirkung scheinen hier, wenn auch deutlich
schwicher, wieder aufzutauchen. Im Vergleich zu der Rechnung in Abschnitt 5.2
ohne die Basisfunktionen am Targetkern ist die Wahrscheinlichkeit fiir gebunden-
freie Paarproduktion mit Einfang in das Projektil etwas hoher. Wahrend sich dort
eine Wahrscheinlichkeit von 6,2 x 10™* ergab, so findet man hier 7,1 x 10~* fiir
den Einfang in einen gebundenen Projektilzustand und 5,9x 107* fiir den Einfang
in einen gebundenen Targetzustand. Fiir die freie Paarproduktion ergibt sich mit
der Zwei-Zentren-Entwicklung fiir den Erwartungswert der Anzahl freier Paare
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Abbildung 6.2: Wahrscheinlickeiten fiir gebunden-freie Paarproduktion mit Ein-
fang in einen gebundenen Zustand des Projektilkerns (durchgezogen) und des
Targetkerns (gestrichelt) im Stofi von U2 +Au™+ bei 930 MeV/Nukleon und
b= 1.

87'C

3,3 x 107*. Dieser Wert ist nur wenig kleiner als der mit dem in Abschnitt 5.2
beschriebenen Verfahren berechnete Wert von 3,6 x 1073, Zumindest fiir kleine
Stofparameter gilt daher, daf§ die Hinzunahme von gebundenen Zustanden des
Targets nur wenig Einflufl auf die Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarproduktion
hat.

Abbildung 6.3 zeigt die Wahrscheinlichkeiten fiir freie Paarproduktion, Paar-
produktion mit Einfang in einen gebundenen Projektilzustand und Paarproduk-
tion mit Einfang in einen gebundenen Targetzustand. Es fallt auf, dafl die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Einfang in das Target nur fiir kleine Stofiparameter kleiner
als die fiir den Einfang in das Projektil ist. Bereits fiir Stofiparameter b > %)\c
werden die Wahrscheinlichkeiten fir den Einfang durch den Targetkern grofier als
die fir den Einfang durch den Projektilkern. Die Wahrscheinlichkeiten fir den
Einfang in den Targetkern fallen auch deutlich langsamer ab fiir grofie Stofipara-
meter. Als Wirkungsquerschnitt findet man o = 4,2 b fiir die freie Paarprodukti-
on, o = 1,4 b fiir die Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand
des Projektilkerns und o = 1.6 b fiir die Paarproduktion mit Einfang durch den
Targetkern. Die Tatsache, dafl der Wirkungsquerschnitt fiir den Einfang in das
Target grofler als der fiir den Einfang in das Projektil ist, muf als unphysikalisch
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Abbildung 6.3: Wahrscheinlichkeiten fir freie Paarproduktion (Quadrate) und
Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand des Projektils (Krei-
se) und einen gebundenen Zustand des Targets (Dreiecke) in Abhdngigkeit vom
Stoparameter.

betrachtet werden, da die Ladung des Projektilkerns grofler als die des Target-
kerns ist. Es gibt zwel mogliche Ursachen fiir dieses Verhalten. Einerseits ist die
hier verwendete Entwicklung, die nur Kontinuumszustande am Projektil beriick-
sichtigt, asymmetrisch beziiglich der beiden Stofipartner. Andererseits kénnte der
groflere Wirkungsquerschnitt auch mit den in Abschnitt 5.1 beobachteten Effek-
ten der Langreichweitigkeit der Wechselwirkung zusammenhéngen. Insbesondere
der etwas langsamere Abfall der Wahrscheinlichkeiten fiir grofle Stofiparameter
konnte auf langere Wechselwirkungsdauern bei groflen Stofiparametern zurtick-
zufithren sein.

6.2 Rechnung mit einer symmetrischen
Entwicklung

Bei den in diesem Abschnitt vorgestellten Rechnungen wird eine Entwicklung
nach atomaren Wellenfunktionen des Projektil- und des Targetkerns verwen-
det, die auch Kontinuumszustande an beiden Zentren beinhaltet. Dabei wird
die Entwicklung moglichst symmetrisch gewdhlt. Das bedeutet, daf der um den
Projektilkern zentrierte Teil des Basissatzes genauso groff ist wie der, der um
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den Targetkern zentriert ist. Asymmetrien entstehen in der Behandlung des Pro-
blems einerseits durch die Tatsache, dafl die Wellenfunktionen der Basisséitze bei
asymmetrischen StoBsystemen (Zp # Zp) natiirlich verschieden sind, und ande-
rerseits durch die Verwendung eines bestimmten Koordinatensystems. In Kapitel
5 wurde bereits festgestellt, daf der Ubergang vom System des Projektilkerns
auf das System des Targetkerns drastische Auswirkungen auf das Verhalten der
Wahrscheinlichkeiten fiir die Paarproduktion hat. Insofern wird durch die hier
getroffene Wahl des Ruhesystems des Targetkerns als Koordinatensystem be-
reits eine Asymnetrie eingefithrt. Fiir eine moglichst symmetrische Beschreibung
miiBte man das Koordinatensystem zugrunde legen, in dem sich beide Kerne mit
entgegengesetzt gleicher Geschwindigkeit aufeinander zu bewegen (Equal-Speed-
System).

Da bei der hier verwendeten Entwicklung mit Kontinuumswellenfunktionen
am Target und am Projektil die Zahl der zu berechnenden Zwei-Zentren-Ma-
trixelemente sehr grofl werden kann, muff man die Basis im Vergleich zu den
Rechnungen mit einer Ein-Zentrum-Entwicklung starker einschranken. Man darf
aber annehmen, dafl man im Rahmen der Zwei-Zentren-Entwicklung Zustinde
beschreiben kann, die bei einer Ein-Zentrum-Entwicklung nur dann darstellbar
sind, wenn man auch Basisfunktionen mit hoheren Drehimpulsen beriicksichtigt.
Dadurch kann bei einer Zwei-Zentren-Entwicklung auch dann, wenn in der Basis
an beiden Zentren nur Wellenfunktionen mit kleinen Drehimpulsen verwendet
werden, eine schnellere Konvergenz des Verfahrens die Folge sein.

Hier soll wieder das StoBsystem U??t+Au"™7 bei einer Stoflenergie von 930
MeV /Nukleon untersucht werden. Die Rechnungen in den vorangegangenen Kapi-
teln haben gezeigt, dal man die freie Paarproduktion fiir dieses Stofisystem auch
im Rahmen einer Ein-Zentrum-Entwicklung recht gut beschreiben kann. Fir die
gebunden-freie Paarproduktion wurde mit der Ein-Zentrum-Entwicklung jedoch
ein Wert errechnet, der deutlich unter dem experimentell gefundenen Wert lag.
Die Rechnungen mit dem Verfahren der Finiten Differenzen von Busic [Bus00] ha-
ben gezeigt, da insbesondere bei grofieren Stofiparametern auch hohe Drehimpul-
se in der Entwicklung der Wellenfunktion eine Rolle spielen. In den Rechnungen,
die in den vorangegangenen Abschnitten diskutiert wurden, war der maximale
Drehimpuls in der Basis stets |&|mar = 2.

Wie oben erwdhnt, mufl der Basissatz in der Zwei-Zentren-Rechnung weiter
eingeschrankt werden. Bei den i folgenden vorgestellten Rechnungen wurde ein
Basissatz verwendet, der alle gebundenen Wellenfunktionen an beiden Zentren
mit Hauptquantenzahlen n < 3 und Drehimpulsen |k| < 2 enthidlt. AuBerdem
werden Kontinuumszustinde (ebenfalls an beiden Zentren) mit |E| < 5me? und
|k| < 1 in der Basis beriicksichtigt. Damit enthélt der Basissatz insgesamt 236
Zustande, wovon 118 am Target und 118 am Projektil zentriert sind. An jedem
Zentrum hat man damit 22 gebundene Zustinde und 96 Kontinuumszustande.

Abbildung 6.4 zeigt die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeit fiir die

Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand des Targets und des
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Abbildung 6.4: Wahrscheinlichkeiten fiir Paarproduktion mit Einfang in einen
gebundenen Zustand des Targetkerns (durchgezogen) und des Projektilkerns (ge-
strichelt) in StéBen von U?**-Tonen mit Au™* bei 930 MeV /Nukleon und einem
Stofiparameter von b = 0, 125)..

Projektils. Das vollkommen unterschiedliche Verhalten der beiden Wahrschein-
lichkeiten tiberrascht angesichts der in Kapitel 5 gewonnenen Erkenntnisse nicht
mehr. Die Langreichweitigkeit des Wechselwirkungspotentials fithrt dazu, dafl die
Wahrscheinlichkeit fiir den Einfang in das Target innerhalb der hier betrachteten
Zeitspanne nicht stationdr wird. Diese Wahrscheinlichkeit bleibt auch bei Ende
der Rechnung noch etwa eine Gréfenordnung iiber der Wahrscheinlichkeit fiir
die Paarproduktion mit Einfang in das Projektil, obwohl der Projektilkern héher
geladen ist. Man erkennt ferner, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir den Einfang in
das Target zwischenzeitlich sehr grofie Werte von bis zu einigen Prozent erreicht.
Die bereits zuvor diskutierte Adiabatizitat der Amplituden taucht also in den
Zwei-Zentren-Rechnungen wieder auf. Vollkommen anders ist das Verhalten der
Wahrscheinlichkeiten fir die Paarproduktion mit Einfang in das Projektilion.
Die Wahrscheinlichkeiten werden hier wesentlich schneller stationar und bleiben
stets, insbesondere auch fiir Zeiten um ¢ &~ 0, unter denen fir den Einfang in
das Targetion. Man kann daraus schliefen, dafi diese Rechnung nicht geeignet
ist, um Aussagen iiber die Paarproduktion mit Einfang in den Targetkern zu
machen. Fiir die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit Einfang in einen ge-
bundenen Zustand des Projektils findet man einen Wert von 9,8 x 10™*. Dieser
Wert ist deutlich grofler als die Wahrscheinlichkeiten, die mit der Ein-Zentrum-
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Abbildung 6.5: Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation, Anregung und Ladungstrans-
fer in einen gebundenen Zustand des Targetkerns und fiir Paarproduktion mit
Einfang in den 1sy/,-Zustand mit m = % des Projektilkerns bei einem Stofipara-
meter b = £, in Abhingigkeit von der Zeit.

Entwicklung oder mit der asymmetrischen Zwei-Zentren-Entwicklung des letzten
Abschnitts gefunden wurden. Fiir den Einfang in die K-Schale erhélt man einen
Wert von 7,2x107*. Die obenstehenden Resultate wurden durch die zeitliche Ent-
wicklung der Wellenfunktionen des negativen Kontinuums gewonnen. Man kann
nun wieder die Symmetrie unter Zeitumkehr testen, indem man den anfanglich
besetzten Grundzustand des Projektilions nach der Zeit entwickelt.

Abbildung 6.5 zeigt das Ergebnis einer solchen Rechnung. Dargestellt sind
die Wahrscheinlichkeiten fiir Tonisation, Anregung und Ladungstransfer in einen
gebundenen Zustand des Targetkerns in Stéfien von U?'+4+Au™7 sowie die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Paarproduktion mit Einfang ins Projektil in Sto6Ben von
U%2* und Au™*. Aus der Abbildung erkennt man, dafl die Wahrscheinlichkeit
fir gebunden-freie Paarproduktion um ¢ & 0 steil auf Werte von bis zu etwa
einem Prozent ansteigt und dann relativ langsam abféllt. Die Wahrscheinlichkeit
oszilliert auch fiir grofle Zeiten noch leicht. Die Tatsache, dafl die Wahrscheinlich-
keit erst sehr spat signifikante Werte annimmt, konnte man auch schon in den
Rechnungen aus Abschnitt 5.2 feststellen, und man darf dieses Verhalten dar-
auf zuriickfithren, daf hier die Rechnung mit dem 1s;/,-Zustand des Projektils
als Anfangszustand begonnen wurde. Die hier gefundene Wahrscheinlichkeit fiir
die Tonisation betragt 40,9%. Das ist etwas niedriger als die Ergebnisse der zu-
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Abbildung 6.6: Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation, Anregung und Ladungstrans-
fer in einen gebundenen Zustand des Targetkerns und fiir Paarproduktion mit
Einfang in den 1s/o-Zustand mit rn = § des Projektilkerns in Abhéngigkeit vom
Stoparameter.

vor diskutierten Rechnungen, bei denen auch Kontinuumswellenfunktionen mit
Drehimpulsen || = 2 in der Basis mitgefithrt wurden. Man darf daraus schliefien,
daBl auch hohere Drehimpulse (> || = 1) fiir eine gute Beschreibung der Ioni-
sation wichtig sind. Auch die Wahrscheinlichkeit fiir die Anregung des Elektrons
in einen hoheren gebundenen Zustand des Projektilkerns ist mit 9,8% nur etwas
niedriger als bei den zuvor diskutierten Rechnungen. Fiir den Ladungstransfer be-
kommt man hier allerdings einen etwas hoheren Wert von 2,4%, der sehr gut mit
dem von Momberger [Mom96] gefundenen Wert von 2,5% iibereinstimmt (vgl.
Tab. 6.1). Fiir die Paarproduktion mit Einfang in den 1s/o-Zustand mit m = %
des U??*-Tons findet man hier einen Wert von 2,9 x 10~*. Das ist fast identisch
mit dem Ergebnis der in Abschnitt 6.1 beschriebenen Rechnung. Allerdings ist
die Symmetrie unter Zeitumkehr nicht mehr so gut gewahrleistet, wie das bei
den Ein-Zentrum-Rechnungen in Abschnitt 5.2 der Fall war. Bei der weiter oben
beschriebenen Rechnung, bei der die Zustande des negativen Kontinuums in der
Zeit entwickelt wurden, erhielt man fir diese Wahrscheinlichkeit einen Wert von
3,6 x 107, also eine um etwa 20% groBere Wahrscheinlichkeit. Die stoBpara-
meterabhingigen Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Prozesse bei diesem
StoBsystem sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Fiir grofie Stofparameter erkennt

man ein etwas langsameres Abfallen der Wahrscheinlichkeiten. Wie bereits zu-
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vor bemerkt, liegt das wieder daran, dafl man bei groferen StoBiparametern die
Rechnung eigentlich iiber einen lingeren Zeitraum ausdehnen miifite.

Die Tatsache, da die Ergebnisse dieser neuen Rechnung mit den Ergebnissen
der Ein-Zentrum-Rechnung aus Abschnitt 5.2 und der Zwei-Zentren-Rechnung
ohne Kontinuumszustiande am Targetkern recht gut {ibereinstimmen, zeigt, dafl
die hier verwendete Basis, zumindest fiir kleine Stoparameter, nicht schlechter
ist, obwohl in ihr nur Zustédnde mit || < 1 berticksichtigt wurden.

Mit den berechneten Wahrscheinlichkeiten lassen sich nun wieder die Wir-
kungsquerschnitte berechnen. Fir die Paarproduktion mit Einfang in die K-
Schale des Projektils in Stéfen von U224+ Au™* bei 930 MeV /Nukleon erhéalt
man o = 1,5 b. Dieser Wert ist etwas grofler als der, der mit der asymmetri-
schen Basisentwicklung in Abschnitt 6.1 gefunden wurde. Der Unterschied a3t
sich aber vermutlich weniger auf eine bessere Darstellung der Wellenfunktion als
auf das langsamere Abfallen der Wahrscheinlichkeiten mit wachsendem Stofipa-
rameter zuriickfithren. Bei dem hier angegebenen Wert handelt es sich nur um
den Wirkungsquerschnitt fiir die Paarproduktion mit Einfang in die K-Schale.
Im Rahmen der Stérungstheorie kann man zeigen, dafi man den Wirkungsquer-
schnitt fiir Paarproduktion mit Einfang in einen beliebigen gebundenen Zustand
des Projektils durch Multiplikation mit dem Faktor 1,2 erhalt. Mit dieser Skalie-
rung erhdlt man dann einen Wirkungsquerschnitt von etwa 1,8 b.

Mit der gleichen Basisentwicklung wurden auflerdem Rechnungen bei einer
StoBenergie von 1,3 GeV /Nukleon fiir das gleiche Stofisystem durchgefithrt. Hier
erhdlt man einen Wirkungsquerschnitt von ¢ = 1,9 b fiir die gebunden-freie
Paarproduktion mit Einfang in die K-Schale des Projektilkerns. Bei dieser Rech-
nung konnte man jedoch feststellen, dafi insbesondere bei kleinen Stofiparame-
tern auch solche Positronen-Zustédnde mit groBeren Energien besetzt werden. Die
Basisentwicklung mite also hinsichtlich der Energien der Kontinuumszustande
noch erweitert werden.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Ergebnisse dieser Arbeit

In dieser Arbeit wurden Rechnungen fir die Paarproduktion in relativistischen
Stoflen schwerer Ionen durchgefithrt. Um dem nichtstérungstheoretischen Cha-
rakter des StoBprozesses bei kleinen Stofiparametern gerecht zu werden, wurde
hierfiir das Verfahren der gekoppelten Kanéle benutzt. Die Eigenschaften ver-
schiedener Entwicklungen der Wellenfunktion ¥(7,¢) wurden am Beispiel von
StoBen von U%2*- und La®"*-Tonen mit Targets aus Au, Ag und Cu bei einer
Stoflenergie von 930 MeV /Nukleon detailliert untersucht.

In Abschnitt 5.1 wurde gezeigt, daBl die Langreichweitigkeit des Liénard-
Wiechert-Potentials des Targetkerns Rechnungen im Projektilsystem mit einer
Entwicklung der Wellenfunktion nach Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen des Pro-
jektilkerns deutlich erschwert; denn die Wahrscheinlichkeiten werden mit dieser
Methode auch fiir grofie Zeiten nicht stationdr. Auerdem kann mit dieser Metho-
de eine starke Adiabatizitat der Wahrscheinlicheiten, das heifit, ein Ansteigen vor
und ein Abfallen der Wahrscheinlichkeiten nach dem Stofi um mehrere Grofien-
ordnungen, beobachtet werden.

In Abschnitt 5.2 wurde im Rahmen einer Rechnung im System des Target-
kerns und mit einer Entwicklung der Wellenfunktionen nach Coulomb-Dirac-
Wellenfunktionen des Projektilkerns gezeigt, dafi die berechneten Wahrschein-
lichkeiten fir die Elektron-Positron-Paarproduktion sehr schnell stationdr werden
und die vorher beschriebene Adiabatizitdt der Amplituden deutlich unterdriickt
wird. Die Tatsache, dal die Wahrscheinlichkeiten bereits kurze Zeit nach dem
Stofl stabile Werte erreichen, lafit sich am wahrscheinlichsten auf eine effekti-
ve Beseitigung des langreichweitigen Verhaltens der Wechselwirkung im Rahmen
dieser Entwicklung zuriickfithren. Es wurde gezeigt, dafl die Wahrscheinlichkei-
ten, anders als bei der Rechnung im Projektilsystem, unabhingig davon sind, ob
Coulomb-Randbedingungen verwendet werden oder nicht. Die gefundenen Eigen-
schaften dieser Methode sind fiir eine zeitabhéngige Rechnung zwar vorteilhaft,
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doch ist die Berechnung der Matrixelemente bei diesem Verfahren erheblich zeit-
aufwendiger als bei der Rechnung im Projektilsystem. Daraus folgt, dal man
mit den gegenwartig zur Verfiigung stehenden Computern Rechnungen nur mit
relativ kleinen Basissdtzen durchfithren kann. Trotzdem stimmen die Ergebnis-
se dieser Methode zumindest zum Teil sehr gut mit experimentellen Daten von
Belkacem et al. [Bel97] iiberein.

In Kapitel 6 wurden Rechnungen diskutiert, bei denen eine Entwicklung der
Wellenfunktion nach atomaren Wellenfunktionen sowohl des Targetkerns als auch
des Projektilkerns zugrunde gelegt wurde. In Abschnitt 6.1 wurden dabei Rech-
nungen vorgestellt, bel denen der Teil der Basis, der am Targetkern zentriert ist,
auf gebundene Wellenfunktionen beschrankt wurde. Bei diesen Rechnungen liefl
sich eine recht gute Ubereinstimmung mit den Resultaten des vorangegangenen
Kapitels feststellen. SchlieBlich wurden in Abschnitt 6.2 Rechnungen mit einer
syminetrischen Basisentwicklung diskutiert. Bei diesen Rechnungen wurden am
Targetkern und am Projektilkern jeweils die gleichen (beztiglich ihrer Energie und
ihrer Drehimpulsquantenzahlen) Basisfunktionen in der Entwicklung berticksich-
tigt. Dabei konnte man feststellen, dafl die bereits zuvor in Abschnitt 5.1 gefunde-
nen schlechten Eigenschaften der Basisentwicklung im System des Projektilkerns
hier teilweise wieder auftauchten. Neben der Adiabatizitat der Amplituden, dem
langsamen Abfallen der Wahrscheinlichkeiten fiir grofie Stoparameter und den
nur langsam stationdr werdenden Wahrscheinlichkeiten wurde auch eine Verlet-
zung der Symmetrie unter Zeitumkehr gefunden.

Zusammenfassend lafit sich sagen, dafl die in Abschnitt 5.2 vorgestellte Me-
thode, die auf einer Entwicklung der Wellenfunktion im System des Targetkerns
nach atomaren Wellenfunktionen des Projektilkerns beruht, fiir eine zeitabhangi-
ge Rechnung sicherlich die besten Voraussetzungen bietet. Neben der Tatsache,
dafl die Wahrscheinlichkeiten bei diesem Verfahren sehr schnell stationdre Werte
annehmen und die Adiabatizitit der Amplituden praktisch nicht mehr auftritt,
ist auch die Symmetrie unter Zeitumkehr sehr gut erfiillt, und die Wahrschein-
lichkeiten fallen mit wachsendem StoBparameter schnell genug ab, so daf die In-
tegration iiber den Stofiparameter auf sehr kleine Bereiche eingeschréankt werden
kann, ohne daff dazu ein ,, Untergrund” von den Wahrscheinlichkeiten abgezogen
werden muf.

7.2 Vergleich mit anderen nichtstérungstheore-
tischen Verfahren

Neben der Methode der gekoppelten Kanile gibt es, wie bereits in den vorange-
gangenen Kapiteln mehrfach erwdhnt, im wesentlichen noch zwei weitere nicht-
storungstheoretische Verfahren, mit denen die gebunden-freie Paarproduktion
in relativistischen St6Ben schwerer Ionen behandelt wurde. Bei dem von Busic



7.2. VERGLEICH MIT ANDEREN VERFAHREN 87

[Bus00] verwendeten Verfahren wird die zeitabhidngige Dirac-Gleichung direkt
mit Hilfe einer Finite-Elemente-Methode auf einem Gitter im Ortsraum gelost.
Momberger [Mom96] 16ste im Impulsraum eine Integro-Differentialgleichung fiir
die Fourier-Transformierte der Wellenfunktion durch Diskretisierung auf einem
Gitter. Gegeniiber der Losung im Ortsraum ergibt sich dabei der Vorteil, daf die
Wellenfunktion fiir Zeiten nach dem Stoff nicht nach aulen weglduft, weshalb das
Volumen im Impulsraum auf einen solchen Bereich eingeschriankt werden kann,
der so grof} ist, dafl er die maximalen auftretenden Impulse gerade noch bein-
haltet. Der mit diesem Verfahren verbundene Rechenaufwand ist jedoch extrem
hoch. Um die Wellenfunktion an einem bestimmten Vektor k des Impulsraums
einen Schritt in der Zeit zu entwickeln, muf} jeweils ein Integral iiber den ge-
samten Impulsraum berechnet werden. Der Rechenaufwand steigt damit quadra-
tisch mit der Zahl der Gitterpunkte an. Im Vergleich dazu erscheint die Losung
der Dirac-Gleichung im Ortsraum eleganter. Mit der Finite-Elemente-Methode
miissen fiir einen Schritt in der Zeitentwicklung nur die Ableitungen an jedem
Punkt im Raum bestimmt werden. Die Anwendung des Hamiltonoperators auf
die Wellenfunktion kann im Rahmen dieses Verfahrens als Multiplikation einer
diinn besetzten Matrix, die eine Bandstruktur aufweist, mit einem Vektor ge-
schrieben werden [Bus00]. Damit wird klar, daB der Rechenaufwand bei diesem
Verfahren im wesentlichen nur linear mit der Anzahl der verwendeten Punkte
ansteigt. Man mufl aber beriicksichtigen, dafl man bei kleinerem Gitterabstand
automatisch auch kleinere Zeitschritte durchfiithren mufl, um Instabilititen bei
der Zeitentwicklung zu vermeiden [Hoe01].

Bei dem Verfahren der gekoppelten Kanéle ergibt sich das Problem, daf§ der
Rechenzeitbedarf quadratisch mit der Anzahl der verwendeten Kanile ansteigt,
wahrend man bei den Methoden, bei denen die Dirac-Gleichung auf einem Git-
ter im Ortsraum gelost wird, einen linearen Anstieg der Rechenzeit mit der Zahl
der verwendeten Gitterpunkte verzeichnen kann. Ein Problem ergibt sich bei
diesen Methoden aber bei der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten.
In einer konsistenten Behandlung miifite man dazu namlich die nach der Zeit
entwickelte Wellenfunktion auf Gitter-Eigenfunktionen, also Eigenfunktionen des
diskretisierten Problems, projizieren. Bei den oben erwahnten Rechnungen von
Busic wurde jedoch nur der Anfangszustand der zeitabhangigen Rechnung durch
Losung des Eigenwertproblems auf dem Gitter gewonnen. Fir die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten wurden die analytischen Coulomb-Dirac-Wellenfunktionen
benutzt, da die Berechnung aller Eigenfunktionen und Eigenwerte auf dem Git-
ter zu aufwendig ist. Aulerdem la8t sich bislang nur die gebunden-freie Paarpro-
duktion mit den direkten Methoden auf einem Gitter berechnen. Fir die freie
Paarproduktion muf man némlich die Zustinde des negativen Kontinuums in
der Zeit entwickeln. Fiir jeden dieser Zusténde mufl man daher eine unabhéngige
Rechnung durchfithren. Der Rechenaufwand ist damit um ein Vielfaches grofier
als bei der Paarproduktion mit Einfang, wo unter Ausnutzung der Symmetrie
unter Zeitumkehr nur die gebundenen Zusténde in der Zeit entwickelt werden
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miissen. Die oben genannten Rechnungen von Busic und von Momberger be-
schrankten sich sogar auf den Grundzustand, da dieser den grofiten Beitrag zu
den Wirkungsquerschnitten fiir die Paarproduktion mit Einfang liefert.

Bei dem Verfahren der gekoppelten Kanéle wird die Rechenzeit im wesent-
lichen durch die Anzahl der zu berechnenden Matrixelemente bestimmt. Die
Losung der gekoppelten Gleichungen nimmt nur relativ wenig Zeit in Anspruch.
Fiir eine zeitabhingige Rechnung mit dem Verfahren der gekoppelten Kanile
bend6tigt man bei einer festen Basis stets die gleichen Matrixelemente, unabhangig
davon, wieviele Anfangszustédnde in der Zeit entwickelt werden miissen. Daher ist
der Rechenzeitbedarf bei Rechnungen zur freien Paarproduktion nur unwesentlich
groBer als bei Rechnungen fiir die Paarproduktion mit Einfang.

7.3 Ausblick

Es stellt sich nun die wichtige Frage, welches Verfahren, insbesondere unter dem
Gesichtspunkt des damit verbundenen Rechenzeitaufwands, fiir die Beschreibung
der Elektron-Positron-Paarproduktion am besten geeignet und bei zukiinftigen
Rechnungen zu bevorzugen ist. Man kann heute angesichts der Ergebmnisse von
Busic sagen, dafl die zeitabhidngige Dirac-Gleichung auf einem Gitter bald mit
geniigend hoher Genauigkeit gelost werden kann, um damit auch so kleine Wahr-
scheinlichkeiten wie die fiir die Paarproduktion berechnen zu kénnen. Eine neue,
sehr vielversprechende Methode wird derzeit von Hoel [Hoe01lb| zur Beschrei-
bung von Wechselwirkungen schwerer Ionen mit sehr starken Laserfeldern ver-
wendet. Bei diesem Verfahren wird die Wellenfunktion in Zylinderkoordinaten
nach Funktionen mit guten Drehimpulsen J, entwickelt. Die zeitabhédngige Dirac-
Gleichung wird dabei zu einem gekoppelten System partieller Differentialgleichun-
gen in den Koordinaten z, p und ¢. Fiir jede Drehimpulskomponente J, = mh
wird die entsprechende Wellenfunktion auf ein zweidimensionales Gitter gelegt,
und die Dirac-Gleichung wird mit der Finite-Elemente-Methode geltst. Da die
Paarproduktion im wesentlichen bei sehr kleinen Stofiparametern auftritt, liegt
naherungsweise eine Symmetrie um die z-Achse vor, und die Entwicklung nach
Drehimpulsen J, kann auf einige wenige Komponenten beschriankt werden. Da bei
dem Verfahren von Hoelf} die Wellenfunktion nur auf zweidimensionalen Gittern
betrachtet wird, ergeben sich im Vergleich zu der von Busic verwendeten Metho-
de deutliche Geschwindigkeitsvorteile. Hoell implementiert derzeit das Verfahren
zur Behandlung von StoBen schwerer Ionen. Erste Resultate zeigen, daf die zeitli-
che Entwicklung der Wellenfunktion mit sehr hoher Genauigkeit in relativ kurzer
Zeit berechnet werden kann.

Zusammenfassend a8t sich sagen, daf§ die Gitter-Methoden aufgrund des
glinstigeren Verhiltnisses zwischen Rechenzeit und Anzahl der Gitterpunkte (bzw.
Kanalzahl) fir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten fiir die gebunden-freie
Paarproduktion besser als das Verfahren der gekoppelten Kanile geeignet sind.
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Besonders vielversprechend erscheint hier das oben erwdhnte Verfahren von Ho18.
Die freie Paarproduktion ist dagegen nichtstérungstheoretisch nur mit dem Ver-
fahren der gekoppelten Kanile behandelbar.

Damit stellt sich die Frage, ob das Verfahren der gekoppelten Kanéle durch
eine andere Wahl der Basiswellenfunktionen weiterentwickelt und eventuell ver-
bessert werden kann. Dazu kidmen grundsétzlich zwei verschiedene Moglichkeiten
in Frage. Man kann namlich einerseits einfachere Basisentwicklungen zugrunde
legen, so dafl die Berechnung der Matrixelemente schuneller erfolgen kann. Dann
koénnten in der Basisentwicklung mehr Basiswellenfunktionen berticksichtigt wer-
den. Im optimalen Fall lassen sich die Matrixelemente analytisch berechnen. Das
liefle sich zum Beispiel im Rahmen einer Entwicklung nach Gauforbitalen errei-
chen. Man kann im Rahmen solcher Entwicklungen aber keine optimale Darstel-
lung des kontinuierlichen Spektrums erwarten.

Auf der anderen Seite konnte man versuchen, die durch die Anwesenheit
der beiden Kerne verursachte ,Verzerrung” des Vakuums besser zu beschrei-
ben. Dies konnte durch die Konstruktion von quasimolekularen Zwei-Zentren-
Wellenfunktionen [Sof79, Rei81, Wie87| geschehen. In Rechnungen mit solchen
Wellenfunktionen wurden bisher aber nur Stéfle bei nichtrelativistischen Ge-
schwindigkeiten betrachtet. Dann geht das Liénard-Wiechert-Potential eines sich
bewegenden Kerns in das gewohnliche Coulomb-Potential iiber. Reinhardt [Rei81]
hat Rechnungen zur Elektron-Positron-Paarproduktion im Equal-Speed-System
durchgefiihrt, wobei nur der Monopolterm in der Multipolentwicklung der Cou-
lomb-Potentiale der beiden Kerne beriicksichtigt wurde. Als Basiswellenfunktio-
nen wurden die Losungen der stationdren Dirac-Gleichung mit diesem Potential
genomimen. Diese haben einen guten Drehimpuls und lassen sich durch Integrati-
on der radialen Dirac-Gleichung berechnen. Bei héheren Geschwindigkeiten kann
man jedoch den Teil des Wechselwirkungspotentials, der die a,-Matrix enthalt,
nicht mehr vernachlassigen. Da dieser Term verschiedene Drehimuplseigenfunk-
tionen miteinander vermischt, wird die Berechnung der Eigenfunktionen 1m Rah-
men einer Multipolentwicklung des Liénard-Wiechert-Potentials aufwendiger. Ein
weiteres Problem ergibt sich dadurch, daf die Basiswellenfunktionen als Losung
einer stationdren Dirac-Gleichung asymptotisch nicht in atomare Wellenfunk-
tionen der sich bewegenden Kerne iibergehen. Dieses Problem liefle sich durch
die Mitnahme von atomaren Wellenfunktionen im Basissatz beheben. Es miifite
aber untersucht werden, in welcher Art und Weise das kontinuierliche Spektrum
behandelt werden kénnte. Da 1m Rahmen einer solchen Rechnung die Basisfunk-
tionen zu jedem Zeitpunkt neu berechnet werden mifiten, ist ein solcher Zugang
erheblich aufwendiger als der in dieser Arbeit verwendete. Fiir die Behandlung
relativistischer Stéfle mit molekularen Wellenfunktionen miifiten neue Basisent-
wicklungen konstruiert werden.

Fiir StoBe im Bereich moderater, relativistischer StoBenergien (v &~ 2) er-
scheint eine Entwicklung nach atomaren Wellenfunktionen, wie sie in dieser Ar-
beit zugrunde gelegt worden ist, noch am ehesten geeignet. Aufgrund der in
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Abschnitt 5.2 gefundenen duflerst positiven Eigenschaften der Rechnung im Tar-
getsystem mit einer Entwicklung nach Wellenfunktionen des Projektilkerns sollte
dieser Zugang weiter untersucht werden. Dazu ist es notwendig, daff die Matrix-
elemente schneller als mit dem in dieser Arbeit verwendeten Verfahren berechnet
werden konnen. Eine Moglichkeit, wie dies bewerkstelligt werden konnte, wurde
bereits am Ende von Abschnitt 5.2 vorgeschlagen.

Es wire wiinschenswert, wenn Rechnungen im Rahmen der in Abschnitt 5.2
beschriebenen Methode auch mit einem anderen Verfahren als mit dem der ge-
koppelten Kandle durchgefithrt werden kénnten. Nur so liefle sich zweifelsfrei
bestatigen, daf§ die in dieser Arbeit beobachteten Effekte nicht auf die verwen-
deten Néaherungen -wie zum Beispiel die Diskretisierung des Kontinuums mit
stationdaren Wellenpaketen- zuriickzufithren sind. Dazu wire zum Beispiel das
weiter oben erwahnte Verfahren von HolB geeignet.

Bei weitaus hoheren, ultrarelativistischen Stoflenergien lait sich die bereits
erwihnte, fiir unendlich hohes ~ (also fiir einen Projektilkern, der sich mit Licht-
geschwindigkeit bewegt) exakte Losung von Baltz [Bal97] verwenden, um Wahr-
scheinlichkeiten fiir Paarproduktion bei kleinen Stofiparametern zu berechnen.
In einem Ubergangsbereich groferer StoBparameter gehen diese in die Ergebnis-
se der Storungstheorie iiber. Dabei ist jedoch unklar, wie grof§ der Fehler dieser
Naherung bei endlichen v ist und ab welchen Stoflenergien man diese Naherung
verwenden kann. Eine systematische Behandlung kénnte im Rahmen des Eikonal-
Gekoppelte-Kanéle-Verfahrens erreicht werden. Damit wurde in Rechnungen fiir
den Ladungstransfer in Stéfien zwischen H-Atomen und H*-Tonen bei hohen, aber
noch nichtrelativistischen Stoflenergien eine sehr gute Konvergenz der Basisent-

wicklung gefunden [Tos99].



Anhang A

Multipolentwicklung des
Liénard-Wiechert-Potentials

In diesem Anhang wird die Multipolentwicklung des Liénard-Wiechert-Potentials
behandelt. Die Herleitung wurde einer Verdffentlichung von Baltz et al. [Bal91]
entnommen. Das Liénard-Wiechert-Potential, das durch den Projektilkern verur-
sacht wird, der sich mit der Geschwindigkeit v in Richtung der z-Achse bewegt,
ist gegeben durch

—vaZp(l — va,)
Ve =02 +y? + 7%z —ot)?

Fiir den Fall v = 1 148t sich die Multipolentwicklung einfach mit Hilfe der be-
kannten Formel [Jac75]
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>

Vp = (A1)
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berechnen. Um die Multipolentwicklung des Liénard-Wiechert-Potentials fiir den
allgemeinen Fall zu berechnen, benutzt man die Fourier-Transformierte des Po-
tentials. Es 1st

o 1 1 / \ o107 o= i(b+vtes)d
P_\/(:c—b)2+y2—|-’y2(z—vt)2_27T27 qqazs+q;+qg/72'

Die Exponentialfunktionen im Zahler dieses Ausdrucks werden nun ausgedriickt

(A.3)

durch ihre Multipolentwicklungen, und man erhilt damit nach Ausfiihren der
Integration tiber den Winkel ¢,
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Dabelt ist 8, der Winkel, den der Vektor v = g—l— vte, mit der z-Achse einschliefit
und v = V/b% + v*?. Das Integral iber ¢ kann analytisch ausgefithrt werden mit

dem Ergebnis [Gra80]

Rutr) = [ ditratintun) = [ dag T nra) I
0 0

! r(”m) U+i+1 =1, 3.
: : Py (U =g s L) 1<V
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(=R NE

sonst

(A.5)

fiir den Fall, dal » < w. Das Ergebnis fiir r > w erhdlt man durch Austausch von
r gegen u und gleichzeitiges Vertauschen von [ mit I’. Das Integral iiber cosf,
kann ebenfalls vereinfacht werden. Es ist

Y (6,,0
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Das Integral iiber cos 8, verschwindet aus Symmetriegriinden, wenn L ungerade
ist. Ferner ist der Clebsch-Gordan-Koeflizient C(1I'L; 000) nur dann verschieden
von Null, wenn [ 4 ' + L gerade ist. Daher mufl auch [ 4 [’ eine gerade Zahl sein.

Zusammenfassend kann man schreiben:

16
. ZY’” Z Y3 (8., 0) R (r) A (A7)

Fiir r > u begrenzt das Integral in (A.5) die Summation iiber /. Da in diesem
Fall (I' = 1)/2 < 0 gilt, ist die hypergeometrische Funktion ein Polynom und
kann auf einfache Art und Weise berechnet werden. Fir r < wu erstreckt sich
die Summation iiber " aber von [ bis co. Tests haben gezeigt, dafl die Summa-
tion tiber !’ dann nur sehr langsam konvergiert und die Darstellung (A.7) fiir
eine numerische Berechnung der Potentialmultipole ungeeignet ist. Bei unseren
Rechnungen gehen wir daher so vor, dal wir die Potentialmultipole fiir Werte
r < u numerisch durch Integration tiber die Winkel berechnen und auf einem
Gitter tabellieren. Fiir Werte von r zwischen den Gitterpunkten wird eine ku-
bische Spline-Interpolation verwendet. Die Potentialmultipole fiir r > u werden

aber mit Hilfe der Formel (A.7) berechnet.



Anhang B

Fourier-Transformation von
Dirac-Spinoren

Wie in Kapitel 4.3 ausfithrlich besprochen, lassen sich die Zwei-Zentren-Matrix-
elemente erheblich vereinfachen, wenn die Integration im Impulsraum anstatt
im Ortsraum ausgefithrt wird. Fiir die Integration benétigt man die Fourier-
Transformierten sowohl der gebundenen als auch der Kontinuumswellenfunktio-
nen. Ferner braucht man die Fourier-Transformierte eines geboosteten Dirac-
Spinors. Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie die Fourier-Transformierte des
geboosteten Spinors mit der des urspriinglichen (nicht geboosteten) Spinors zu-
sammenhangt.

B.1 Fourier-Transformation von Dirac-Wellen-
funktionen

Der Dirac-Spinor einer Coulomb-Dirac-Wellenfunktion ist von der Form [Gre87]

g(r)Q(6, ¢)
D(r) = : (B.1)
if(r)QL,.(6,9)

Die Fourier-Transformierte

o) = / B (7)™ (B.2)

1aft sich in der Form [Gai97]

§(lep7¢p)
é(p) = (i)' (B.3)
) )Qim(epa pr)
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schreiben. Dabei ist [ = |«|, falls £ > 0 und [ = |k| — 1 andernfalls. Die vom
Radialimpuls abhangigen Teile der Wellenfunktion g(p) und f(p) sind

0= 2 [ ar i, mio (B4
o) = —smm[2 [ i o), (B3

Fiir die Radialwellenfunktionen §(p) und f (p) lassen sich analytische Ausdriicke
gewinnen. Diese werden im néchsten Abschnitt diskutiert.

B.1.1 Fourier-Transformierte der Kontinuumswellenfunk-
tionen

Fir die Berechnung der Zwei-Zentren-Matrixelemente (3.11), (3.15) und (3.16)
bendtigt man nach dem letzten Abschnitt die Fourier-Transformierten der Radi-
alwellenfunktionen der stationdren Wellenpakete. Es macht jedoch keinen Sinn,
diese durch numerische Auswertung der Integrale (B.4) und (B.5) zu berechnen,
denn diese Integrale konvergieren aufgrund des langsamen Abfalls der Konti-
nuumswellenpakete fiir grofie r nur duflerst langsam und man miilte daher die
Wellenpakete auch fiir sehr grofie r bestimmen. Viel besser geht man so vor,
daf man die Fourier-Transformierte der Wellenpakete durch Superposition der
Fourier-Transformierten der Kontinuumseigenfunktionen berechnet.

In diesem Unterabschnitt sollen analytische Ausdriicke fiir die Fourier-Trans-
formierte einer Coulomb-Dirac-Wellenfunktion, die zum kontinuierlichen Spek-
trum gehort, abgeleitet werden. Wir folgen dabei 1m wesentlichen der Behandlung
von Momberger et al. [Mom96|. Die Radialfunktionen ¢(r) und f(r) der groBen
und kleinen Komponente sind gegeben durch [Gre87]

(2p0) e™|0(y + iy)] 5
VP T'(2y + 1)
x R [ei(”_poT)(y +iy) 1 Fi(y 4+ 1+ 1y,2y + 1,2ip0r)] (B.6)

gn<r> =C,

(on)’Yeﬂ'y/2|F(fy + Y:y)|r,y_1
/T Po F(Q’y + 1)
x 3 [ei(”_por)(’y +iy) 1 Fi(y 4+ 14 1y,2y + 1, 2ip0r)] , (B.7)

wobei poz\/ﬁa’)/: |/§|2_(Za)2’ y = Z;—OE und

fn(r> = _C2
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Die Konstanten C; und C, sind

vVE+1 fir E>1
o=V e (B.9)
VIE -1 fir E< -1
und
VE —1 fir E>1
—/|E|+1 fir FE < -1.

Zunidchst kann man feststellen, dafl die Integrale (B.4) und (B.5) fiir eine Kontinu-
umswellenfunktion im allgemeinen nicht existieren. Das liegt an dem langsamen
Abfallen der Kontinuumswellenfunktionen mit wachsendem Radius. So hat zum
Beispiel die groBe Komponente g(r) fiir positive Energien das Verhalten

[E +1 cos(por + yln(2pr) + 6
or) o o | B L coslpor £y In(2pr) +9) (B.11)
T Po r

fiir grofie r, wobei y = ZaE /py und § die vom Radius unabhingige Coulombpha-

se ist. Die Integrale (B.4) und (B.5) existieren fiir Kontinuumswellenfunktionen
nur im Sinne von Distributionen. Das sieht man am einfachsten am Beispiel ei-
ner freien Wellenfunktion, deren Fourier-Transformierte proportional zu einer -
Funktion im Impulsraum ist. Um die Konvergenz dieser Integrale zu erzwingen,
multipliziert man den Integranden mit einem exponentiellen Dampfungsfaktor
e~". Am Ende der Rechnung 1aft man dann € gegen Null gehen. Man mufl damit
Integrale von der Form

I. = / dr " gi(pr)e _l(po_iﬁ)rlFl(’y + 1 +idy,2y+ 1,2ipgr) (B.12)
0

berechnen. Wir benutzen nun die folgende Darstellung der sphéirischen Bessel-

funktionen [Mom96]

l
]_ —|—n ]. ‘n—Il—1 1
- " ). B.1
D=1 ST ) (B.13)
Das zu berechnende Integral (B.12) lafit sich damit schreiben als
!
]_ (l + n)' 1 . —l—l . _l_l
I.(p) = — A | —)" ) B.14
(p> 2p ; n'(l _ n)' (2]7)” (l A(p> + ( L) B<p>> ( )
wobel
I4(p) = / dr Y7 PPN By (4 4 1 iy, 2y 4 1, 2ipor) (B.15)
0

In(p) = / dr e =N B (3 41 4y, 2y +1,2iper). (B.16)
0
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Mit Hilfe der Kummer-Transformation
e_iporlFl(’)/ + 1 + ly, 2’)/ + ]—; 2ZpOT) = eipor 1F1(7 - Zya 27 + 17 —2lp07“) (B]‘?)
erhalt man fir das Integral I4(p)

I4(p) = / dr r7neiptpotio)r 1Fi(y — iy, 2y + 1, —2iper) (B.18)
0

= [/OO dr P e PP By (4 4y, 24 41, 2iper) | (B.19)
0
Mit der Integraldarstellung der hypergeometrischen Funktion o F (a, b, ¢; z) [Lan79]
/000 de z"e™" 1 Fi(a,b,cx) =T(p + 1)1/_(“"'1) o Fi(p+1,a,0b, 5) (B.20)
erhalt man dann schlieBlich

Talp) = Ty =4 1) (ipo e 4+ )07

. 2 *
% 2F1<7_”+1a7+zy,27+1,$>] (B.21)
Po— 1€+ p
Ig(p) =T(y —n+1)(i(po —ie + p))—(’y—n+1)
: 2
X 2F1<7_n+1’7+1+2ya2’7+1,$). (B.22)
po—te+p

Der Imaginarteil te 1im Nenner des Arguments der hypergeometrischen Funktion
1st hier wichtig, denn die hypergeometrische Funktion hat auf der reellen Ach-
se einen Verzweigungsschnitt, und das Vorzeichen des kleinen Imaginarteils legt
damit fest, von welcher Seite man sich im Grenzfall € —+ 0 dem Verzweigungs-
schnitt ndhern mufl. Damit kann man dann zusammenfassend fir die Fourier-
Transformierte der Radialwellenfunktionen schreiben:

g(p) = \/gc1 NR [e(y + 1y) L] (B.23)

f(p) = sgn(ﬁ)\/gCQNS [ei”(’y + 'iy)I_K] \ (B.24)

wobei

(2po)e™*|T(y + iy)|
N ES)

Neben den Fourier-Transformierten der Wellenfunktion werden fiir die Berech-

N =

(B.25)

nung der Wechselwirkungsmatrixelemente noch die Fourier-Transformierten der
Wellenfunktionen, multipliziert mit dem Faktor %, bendtigt, also

1 s Lo ipy
x(p) = (271_)% /d r ;1/)(7")6 . (B.26)
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Fir die Berechnung der Fourier-Transformierten kann wieder der oben bereits
vorgestellte Formalismus benutzt werden. Dabei muff #7~" in (B.15) und (B.16)
lediglich durch ="~ ersetzt werden. Daraus folgt dann, dafi man in den Formeln
(B.21) und (B.22) v — n 4+ 1 im Argument der hypergeometrischen Funktion, im
Argument der Gammafunktion und im Exponenten von (¢(p+ p))_(’y_”"'l) jeweils
durch v — n ersetzen mufl. Zu bemerken ist noch, daf§ die Integrale I, und Ip
im Grenzfall € — 0 an der Stelle p = py singuldr werden. Um diese Singularitit
zu umgehen, wird bei der praktischen Berechnung der Wellenpakete ¢ = 107°
gesetzt. Tests haben gezeigt, dafl die Wellenpakete und die damit berechneten
Matrixelemente keine merkliche Abhdngigkeit von diesem e aufweisen, wenn es
nur klein genug gewahlt wird. Fiir die numerische Integration tiber den Impuls,
die zur Berechnung der Wellenpakete ausgefithrt werden mufl, werden Routinen

aus der QUADPACK-Bibliothek [Pie83] verwendet.

B.1.2 Fourier-Transformierte der gebundenen Wellenfunk-
tionen

Auch fiir die gebundenen Zustédnde im Coulombpotential lassen sich analytische

Formeln angeben. Es ist [Mom96]

) N &
gn,K(p) = ﬁ Z cz_m-[m,lA (B27)
m=0

N N
Far(p) = —sgn(ﬁ)ﬁ Z oy S (B.28)
" m=0

Dabei ist
y7+1527 F(Z’y +n'+1)
N = B.2
I'(2v+41) \/Q(n’)!K(K - K) (B-29)
mit
vy =Ik|? = (aZ)? n' =n—|x| (B.30)
aZ

K = +/n%* —2n/(|s] — 7) y= (B.31)

W= \/1 + <n,afv>2 (B.32)

Die Koeffizienten Ci:m sind gegeben durch

[m—n'+ (K — Ii)]

+ _ / m (_n,>m

(B.33)
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Fiir die Funktionen I, ; hat man weiter

141/
L Tatmti+2) ()™
m,l — F(l + %> (p2 + y2>(’y+m+l+2)/2

142 1—~— 3
><2F1<7+m‘+ i Ry B G > (B.34)

2 3 9 3 5? m
Auch hier benétigt man wieder die Fourier-Transformierten der Wellenfunktio-
nen, multipliziert mit dem Faktor 1. Diese erhilt man, indem man in (B.34) im
ersten und zweiten Argument der hypergeometrischen Funktion, im Argument
der Gammafunktion und im Exponenten von (p? 4+ y?)0+m++2)/2 jeweils 4 durch
v — 1 ersetzt.

B.2 Fourier-Transformation von geboosteten
Dirac-Wellenfunktionen

Gesucht ist die Fourier-Transformierte eines geboosteten Dirac-Spinors
(7 t) = ST (0)(F ), (B.35)

wobel 2’ =z — b,y = y,z’ = v(z — vt) und ¥’ = (¢t — vz). Der Boost-Operator
S(v) ist gegeben durch

_ L J1H g s _ Ja=t
$(v) =/ 51— das), § = ——y (B.36)

Die Fourier-Transformierte des geboosteten Spinors ist nun gegeben durch

-

S (t) = — / PrS (o) (7, #)e

(QW)B/z
1 S '(v) : .
— Br'(i! —iEy(t—vz) ,—ipr
(2m)3/2 5 / r'p (e €
_ 1 S_l(v> d3r/¢(7:o/)e—iF}'y(t—u(%l-I-ut))e—i(pm(m'-}-b)-l—pyy'-}-pz(%l-l-ut))
(2m)¥2 4
1 S7'(v) 3 o1\ —i(pat'+pyy +(EE—vE)z')  —ipyb —i(EB~y(1—v?)t+upst
T 2P 4 /drl¢(T/)€ Pof TR eTiPebemi (=) thep=)
_ S_l(v

>¢<prapya ]k - UE)G_ipzbe_i(%‘H’Pz)t’
v

wobel ¢(p) die Fourier-Transformierte der ungeboosteten stationdren Wellenfunk-
tion ist. Dieses Ergebnis héitte man auch sofort hinschreiben konnen. Der Expo-
nentialfaktor e=P=® sorgt fiir eine Translation in Richtung der z-Achse, und man
sieht, dafl die Fourier-Transformierten in der z-Richtung um yvE verschoben und
um den Faktor v gestreckt werden.



Anhang C
Tabellen

Basis Pion Pexc Ptrans Pe—e+ (151/2)
(107%) | (107%) | (1072)
Bl | 463 | 143 = [1,01x10°3
B2 | 498 | 13,0 ~ | 4,94 x 107
B3 | 461 | 134 | 2,0 |5,32x10~*
B4 40,9 9,8 1,6 5,87 x 10~*

Tabelle C.1: 2.-4. Spalte: Wahrscheinlichkeiten fiir Ionisation, Anregung und La-
dungstransfer in die K-Schale des Targetions in StoBen von U2t mit Au™* bei ei-
ner Stoflenergie von 930 MeV /Nukleon und bei einem Stofiparameter b = 0, 125)...
5. Spalte: Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion mit Einfang in die K-Schale des
Projektilions in Stéfen von U%2* mit Au™7 bei der gleichen StoBenergie (berech-
net unter Ausnutzung der Symietrie unter Zeitumkehr). Eine Erklirung der
Eintrége in der ersten Spalte befindet sich auf der néchsten Seite.

‘ Basis ‘ P, .+ (frei) ‘ P.- .+ (geb.-frei) ‘ Pt (151)3) ‘
Bl [4,72x10° ] 2,11x10° |L08x10°
B2 3,58 x 1073 6,22 x 1074 4,94 x 1074
B3 |3,32x10°%| 7,08x10~* |5,64 x 10~
B4 - 9,80 x 107* | 7,22 x 1074

Tabelle C.2: Wahrscheinlichkeiten fiir freie Paarproduktion (2. Spalte), Paarpro-
duktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand des Projektilions (3. Spalte),
und fiir Paarproduktion mit Einfang in die K-Schale des Projektils (4. Spalte)
in Stéfen von U?*F mit Au™7 bei einer Stofienergie von 930 MeV /Nukleon und
bei einem Stofiparameter b = 0,125).. Eine Erklarung der Eintrége in der ersten
Spalte befindet sich auf der niachsten Seite.
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| Basis | Cu®™ [ Ag"™ | Au™* | Au™* (geb.-frei) |

B2 | 0,3 | 1,1 | 41 1.2
B3 - . 4,2 1,4
B4 : : ] 1,5

Tabelle C.3: Wirkungsquerschnitte fiir freie Paarproduktion in Stéflen von U2t
mit Cu?** (2. Spalte), Ag*™* (3. Spalte) und Au™7 (4. Spalte) bei einer StoBener-
gie von 930 MeV /Nukleon. Die letzte Spalte enthilt den Wirkungsquerschnitt fiir
Paarproduktion mit Einfang in einen gebundenen Zustand des Projektilions in
StoBen von U2t mit Au™+ bei 930 MeV/Nukleon. Die Eintréige in der ersten
Spalte werden weiter unten erklart. (Alle Angaben in Einheiten von b.)

‘ Zr ‘ Oo-c+ (geb.frel) ‘ Oo-c+ (fred) ‘
29 6,3 x 1073 6,9 x 1072
47| 2,2 x 1072 0,21
79 0,11 0,84

Tabelle C.4: Wirkungsquerschnitte fiir gebunden-freie Paarproduktion (2. Spalte)
und freie Paarproduktion (3. Spalte) in StéBen von La®™* mit Cu?** (1. Zeile),
Ag*™ (2. Zeile) und Au™* (3. Zeile) bei 930 MeV /Nukleon. Alle Wirkungsquer-
schnitte wurden mit der Basis vom Typ B2 (siehe unten) berechnet.(Alle Angaben
in Einheiten von b)

C.1 Erlauterungen zu den Tabellen

B1: Rechnung im Projektilsystem mit Entwicklung nach atomaren Wellenfunk-
tionen des Projektilkerns wie in Abschnitt 5.1 beschrieben. Der Basissatz
enthélt 238 Basiszustande.

B2: Rechnung im System des Targetkerns mit einer Entwicklung nach atomaren
Wellenfunktionen des Projektilkerns wie in Abschnitt 5.2 beschrieben. Der

Basissatz in dieser Rechnung enthélt 310 Basiswellenfunktionen.

B3: Asymmetrische Zwei-Zentren-Entwicklung mit atomaren Wellenfunktionen
am Target- und am Projektilkern wie in Abschnitt 6.1 beschrieben. Dabei
wurden am Targetkern nur gebundene Zustande beriicksichtigt. Der Basis-
satz enthélt 332 Basiswellenfunktionen.

B4: Rechnung mit einer symmetrischen Zwei-Zentren-Entwicklung wie in Ab-
schnitt 6.2 beschrieben. Der Basissatz besteht aus 236 Basiszustédnden.



Literaturverzeichnis

[Abr72] M. Abramowitz und A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions,
Dover Publications, 1972

[Bal91] A.J. Baltz, M. J. Rhoades-Brown und J. Weneser, Phys. Rev. A 44, 5569
(1991)

[Bal93] A.J. Baltz, M. J. Rhoades-Brown und J. Weneser, Phys. Rev. A 47, 3444
(1993)

[Bal94] A.J. Baltz, M. J. Rhoades-Brown und J. Weneser, Phys. Rev. A 50, 4842
(1994)

[Bal97] A.J. Baltz, Phys. Rev. A 78, 1231 (1997)

[Bau90] G. Baur, Phys. Rev. A 42, 5736 (1990)

[Bec83a] U. Becker, Diplomarbeit, Justus-Liebig-Universitit GieBen (1983)
[Bec86a] U. Becker, Doktorarbeit, Justus-Liebig-Universitiit GieBen (1986)
[Bec86b] U. Becker, N. Griin und W. Scheid, J. Phys. B 19, 1347 (1987)
[Bec87a] U. Becker, J. Phys. B 20, 2075 (1987)

[Bec87b] U. Becker, J. Phys. B 20, 6563 (1987)

[Bel97] A. Belkacem, H. Gould, B. Feinberg, R. Bossingham und W.E. Meyerhof,
Phys. Rev. A 56, 2807 (1997)

[Bel98] A. Belkacem, N. Claytor, T. Dinneen, B. Feinberg und H. Gould, Phys.
Rev. A 58, 1253 (1998)

[Ber88] C. A. Bertulani und G. Baur, Phys. Rep. 163, 299 (1988)
[Bha35] H. J. Bhabha, Proc. R. Soc. London Ser. A 152, 559 (1935)
[Bot85] C. Bottcher und M. R. Strayer, Phys. Rev. Lett. 54, 669 (1985)
[Bot89] C. Bottcher und M. R. Strayer, Phys. Rev. D 39, 1330 (1989)

101



102 LITERATURVERZEICHNIS

[Bri68] D.M. Brink and G.R. Satchler, Angular Momentum, Clarendon Press,
1968

[Bus99] O. Busic, private Mitteilung
[Bus00] O. Busic, Doktorarbeit, Justus-Liebig-Universitat Gieflen (2000)
[Eic95] J. Eichler, Relativistic Atomic Collisions, Academic Press (1995)

[Eic99] U. Eichmann, J. Reinhardt, S. Schramm und W. Greiner, Phys. Rev. A
59, 1223 (1999)

[Gai97] M. Gail, Diplomarbeit, Justus-Liebig Universitat GieBen (1997)

[Gra80] I. S. Gradsteyn und I. M. Ryzhik, Tables of Integrals, Series and Pro-
ducts, Academic Press (1980)

[Gre87] W. Greiner, Theoretische Physik Band 6, Relativistische Wellengleichun-
gen, Verlag Harri Deutsch (1987)

[Heib4] W. Heitler, The Quantum Theory of Radiation, Oxford University Press,
Oxford (1954)

[HoeO1] M. Hoel8, private Mitteilung (2001)

[Hoe01b] M. HoelB, 22. Arbeitsbericht der Arbeitsgruppe ,, Energiereiche atomare
Stofe“(2001)

[Hof93] J. Hoffstadt, Diplomarbeit, Justus-Liebig-Universitit GieBen (1993)
[Ion96] D. C. Ionescu und J. Eichler, Phys. Rev. A 54, 4960 (1996)
[Jac75] J.D. Jackson, Classical Eectrodynamics, John Wiley & Souns (1975)

[Kra01] H. F. Krause, C. R. Vane, S. Datz, P. Grafstrom, H. Knudsen, U. Mik-
kelsen, C. Scheidenberger, R. H. Schuch und Z. Vilakazi , Phys. Rev. A 63,
2001 (2001)

[Lan34] L. D. Landau und E. M. Lifshitz, Phys. Zs. Sowjetunion 6, 244 (1934)

[Lan79] L. D. Landau und E. M. Lifshitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik
Band III, Quantenmechanik, Akademie Verlag Berlin (1979)

[Moh98] P. J. Mohr, G. Plunien und G. Soff, Physics Reports 293, 227 (1998)
[Mom90] K. Momberger, N. Griin und W. Scheid, J. Phys. B 23, 2293 (1990)

Mom91] K. Momberger, N. Griin und W. Scheid, Z. Phys. D 18, 133 (1991
g



LITERATURVERZEICHNIS 103

[Mom92] K. Momberger, Doktorarbeit, Justus-Liebig-Universitat Gieflen (1992)

[Mom96] K. Momberger, A. Belkacem und A.H. Sorensen, Phys. Rev. A 53, 1605
(1996)

[Nis35] Y. Nishina, S. Tomonaga und M. Kobayashi, Sci. Pap. Inst. Phys. Chem.
Res. 27, 137 (1935)

[Pie83] R. Piessens, E. de Doncker-Kapenga, C. W. Uberhuber und D. K. Kaha-
ner, QUADPACK, Springer Verlag, New York (1983)

[Rei81] J. Reinhardt, B. Miiller und Walter Greiner, Phys. Rev. A 24, 103 (1981)
[Rosb5] M. E. Rose, Multipole Fields, John Wiley & Sons, 1955

[Ros71] M. E. Rose, Relativistische Elektronentheorie, Hochschultaschenbiicher-
Verlag (1971)

[Rum91] K. Rumrich, K. Momberger, G. Soff, W. Greiner, N. Griin und W.
Scheid, Phys. Rev. Lett. 66, 2613 (1991)

[Rum93] K. Rumrich, G. Soff und W. Greiner, Phys. Rev. A 47, 215 (1993)

[Sak94] J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison Wesley Publishing
Company (1994)

[Sch61] S. Schweber und H. A. Bethe, An Introduction to Relativistic Quantum
Field Theory, Row, Peterson and Company (1961)

[Seg98] B. Segev und J. C. Wells, Phys. Rev. A 57, 1849 (1998)

[Sof79] G. Soff, J. Rafelski und W. Greiner, Phys. Rev. A 20, 169 (1979)

[Ste96] T. Steih, Diplomarbeit, Justus-Liebig-Universitiit GieBen (1996)

[Ten99] R. W. H. Tenzer, Doktorarbeit, Justus-Liebig-Universitéit Giefen (1999)

[Thi92] J. Thiel, A. Bunker, K. Momberger, N. Griin und W. Scheid, Phys. Rev.
A 46, 5 (1992)

[Tos88] N. Toshima und J. Eichler, Phys. Rev. A 38, 2305 (1988)
[Tos90a] N. Toshima und J. Eichler, Phys. Rev. A 41, 5221 (1990)
[Tos90b] N. Toshima und J. Eichler, Phys. Rev. A 42, 3896 (1990)
[Tos99] N. Toshima und T. Nakagawa, Phys. Rev. A 60, 2182 (1999)

[Var88] D. A. Varshalovich, A. N. Moskalev und V. K. Khersonskii, Quantum
Theory of Angular Momentum, World Scientific (1988)



104 LITERATURVERZEICHNIS

[Wei34] C. F. von Weizsécker, Z. Physik 88, 612 (1934)

[Wie87] K. Wietschorke, P. Schliiter, G. Soff, K. Rumrich und W. Greiner, Phys.
Rev. A 36, 377 (1987)

[Wil34] E. J. Williams, Phys. Rev. 45, 729 (1934)



LITERATURVERZEICHNIS 105

Danksagung

An erster Stelle méchte ich mich bei meinen akademischen Lehrern Herrn Prof.
Dr. W. Scheid und Herrn Prof. Dr. N. Griin fiir die Anregung zu dieser Arbeit
und die sehr gute Betreuung bedanken. Weiterhin gilt mein besonderer Dank
Herrn Prof. N. Toshima, der mich wéhrend eines einjahrigen Aufenthalts an der
Universitdt Tsukuba in Japan betreut hat.

Bei den Mitarbeitern meines Insituts bedanke ich mich fiir das freundschaft-
liche Arbeitsverhdltnis. Mein besonderer Dank gilt Herrn Dipl.-Phys. M. Hol8
fiir die Unterstiitzung und Hilfestellung bei Problemen mit Hard-und Software
sowie fiur viele niitzliche Anregungen aus unseren hédufigen Diskussionen. Auch
mochte ich mich beir Herrn Dr. O. Busic bedanken, mit dem ein fruchtbarer Aus-
tausch von Ideen und Ergebnissen stattfand. Bei meinem Zimmerkollegen Herrn
Dipl.-Phys. Z. Harman, der mafgeblich zu dem guten Klima beigetragen hat,
bedanke ich mich fiir viele interessante Diskussionen. Mein besonderer Dank gilt
auch den Sekretarinnen des Instituts Frau D. Henrich und Frau S. Gretschel fiir

ihre fortwahrende Unterstiitzung.

Beim John von Neumann Institut in Jilich mochte ich mich fir die grofziigig
zur Verfiigung gestellte Rechenzeit auf dem Hoéchstleisungsrechner CRAY-T3E
bedanken. Fiir Rechenzeit mochte ich mich auch bein Hochschulrechenzentrum
der Universitat Gieflen bedanken.

Fir die finanzielle Unterstiitzung durch ein Stipendium wéhrend meines Auf-
enthalts in Japan bedanke ich mich beim DAAD.

Groflen Dank schulde ich vor allen Dingen aber meinen Eltern, die mir durch
ihre langjéhrige Unterstiitzung erst die Moglichkeit zu diesem Studium gaben.



